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TRAITÉ 
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D’ALGÈBRE. 


EXPLICATION  DES  SIGNES  ALGEBRIQUES. 


Les  signes  abréviatifs,  usités  en  algèbre,  sont,  pour  la  plupart, 
employés  en  arithmétique , et  connus  par  conséquent  du  lec- 
teur; nous  croyons  cependant  utile  de  les  indiquer  ici. 

-(-est  le  signe  de  l’addition;  il  se  prononce  plus;  7-f-5  in- 
dique la  somme  des  deux  nombres  7 et  5. 

— est  le  signe  de  la  soustraction  ; il  se  prononce  moins ; 7 — 5 
indique  la  différence  des  deux  nombres  7 et  5. 

X est  le  signe  de  la  multiplication  ; il  se  prononce  multiplie 
par  ; 4 X 5 indique  le  produit  des  deux  nombres  4 et  5.  On 
supprime  souvent  ce  signe  lorsque  les  nombres  sont  repré- 
sentés par  des  lettres , et  l’on  se  borne  à indiquer  la  multi- 
plication en  écrivant  les  facteurs  auprès  l’un  de  l’autre,  ab  au 
lieu  de  aXb  ; (a+ô)  (c-fd)  au  lieu  de  (a-f  ôjx(H-d).  Cette  simpli- 
fication ne  peut  être  adoptée  pour  les  facteurs  numériques,  car 
elle  conduirait,  par  exemple,  à représenter,  de  la  même  ma- 
nière, le  nombre  54  et  le  produit  5X4. 

: signifie  divisé  par;  5 : 7 indique  le  quotient  de  la  division 
des  nombres  5 et  7.  On  indique  aussi  les  divisions  en  écrivant 
le  dividende  au-dessus  du  diviseur,  et  les  séparant  par  une 

5 

barre  horizontale;  ^ indique  le  quotient  de  la  division  de  5 
par  7. 
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EXPLICATION  DES  SIGNES  ALGÉBRIQUES. 

Lorsque  les  divers  facteurs  d’un  produit  sont  égaux  entre 
eux,  on  se  borne  à en  écrire  un,  en  plaçant  au-dessus  de  lui 
l’indication  du  nombre  des  facteurs  égaux  que  l’on  doit  mul- 
tiplier ; ainsi  a'  représente  a x « ou  le  carré  de  a ; as  représente 
«x  a X a ou  le  cube  de  a ; ainsi  de  suite. 

\J~  indique  la  racine  carrée;  sfî  indique  la  racine  carrée  du 
nombre  7. 

y/  , y/-...  indiquent  les  racines  cubique , quatrième... . En 
désignant  par  m un  nombre  entier  quelconque , y a indique  la 
racine  mm‘  de  a , c’est-à-dire  le  nombre  qui  multiplié  m — 1 fois 
par  lui-même  reproduit  a. 

— exprime  l’égalité  des  expressions  placées  à droite  et  à 
gauche  de  ce  signe  ; « = 6 exprime  l’égalité  des  deux  nombres 
représentés  par  a et  b. 

> s’énonce  plus  grand  que;  a>b  exprime  que  le  nombre 
désigné  par  a est  plus  grand  que  le  nombre  désigné  par  b. 

< s’énonce  plus  petit  que;  a<b  exprime  que  le  nombre 
désigné  par  a est  plus  petit  que  le  nombre  désigné  par  b. 

Lorsqu’on  place  une  expression  entre  deux  parenthèses,  il 
faut  regarder,  comme  effectuées,  les  opérations  qui  y sont  in- 
diquées, et  la  parenthèse  comme  exprimant  le  nombre  qui  en 
résulte.  Ainsi 

19— (4  + 2— 1) 

indique  l’excès  de  19  sur  le  nombre  4 + 2 — 1,  c’est-à-dire 
sur  5. 
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CHAPITRE  PREMIER. 


EMPLOI  DES  LETTRES  ET  DES  SIGNES  COMME  MOYEN 
D’ABRÉVIATION  ET  DE  GÉNÉRALISATION,  ADDITION 
ET  SOUSTRACTION. 


Définition  de  l'algèbre. 

i.  En  algèbre,  on  étudie  les  opérations  indépendamment 
des  nombres  sur  lesquels  elles  s’exécutent  : c’est  là  le  caractère 
distinctif  de  cette  science.  La  ligne  de  démarcation  entre  l’al- 
gèbre et  l’arithmétique  est,  du  reste,  en  quelque  sorte  insaisis- 
sable : les  résultats  particuliers  ne  peuvent  en  effet  se  séparer 
complètement  des  théories  générales , et  les  questions  d’arith- 
métique conduisent,  d’une  manière  presque  inévitable,  à des 
propositions  d’algèbre. 


Formules  algébriques. 

2.  Les  nombres  sur  lesquels  on  raisonne  en  algèbre  devant 
rester  indéterminés,  on  les  désigne,  en  général,  par  des  let- 
tres. On  ne  peut  alors  effectuer  les  opérations  et  il  faut  se  borner 
à les  indiquer.  Cette  indication  d'opérations  à effectuer  sur  des 
lettres  dont  la  valeur  n’est  pas  encore  fixée , se  nomme  une 
formule  algébrique. 

Exemple.  {a-\-b)'t—a'i-\-'lab-\-b'y 

est  une  formule  indiquant  les  opérations  à effectuer  pour  former 
le  carré  d’une  somme  a -f-  b. 

5.  L’avantage  qu’il  y a à renfermer  ainsi,  dans  une  formule 
générale,  un  nombre  infini  de  résultats  particuliers,  est  une 
chose  évidente  de  soi;  il  ne  sera  pas  inutile,  cependant,  de  le 
faire  ressortir  par  quelques  exemples. 
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4 EMPLOI  DES  SIGNES  ET  DES  LETTRES. 

1”  L'énoncé  des  théorèmes  généraux  se  trouve  considéra- 
blement abrégé,  et,  par  là,  plus  facile  à retenir. 

Ainsi,  au  lieu  de  dire  : 

La  somme  de  deux  nombres  est  la  même  dans  quelque  ordre 
qu’on  les  ajoute; 

Le  produit  de  deux  facteurs  ne  change  pas  quand  on  les  in- 
tervertit; 

Pour  multiplier  deux  puissances  d’un  même  nombre,  il  suffit 
d’ajouter  les  exposants, 

On  écrira 

d -j—  b — b —J—  cl 
ab  = ba 

flBXa"  = an+n, 

et  pour  quiconque  connaît  la  langue  algébrique,  les  théorèmes 
sont  tout  aussi  bien  énoncés  par  ces  formules  que  par  les  trois 
phrases  écrites  plus  haut. 

2°  L’emploi  des  formules  abrège  non-seulement  l’énoncé  des 
théorèmes,  mais  encore  simplitie  leur  démonstration.  Pour  en 
donner  un  exemple,  je  choisirai  la  question  suivante  : 

Un  mobile  se  meut  d’un  mouvement  uniforme,  sa  vitesse 
c’est-à-dire  l’espace  qu’il  parcourt  dans  l’unité  du  temps,  estv  : 
quel  sera  l’espace  x parcouru  dans  un  temps  t'!  Le  caractère  du 
mouvement  uniforme  étant  que  les  espaces  parcourus  soient 
proportionnels  aux  temps,  on  a 

x t 

v î 

» D'où  l’on  conclut  en  réduisant  au  même  dénominateur, 

[1]  x = vt, 

c’est  là  la  formule  demandée  ; 

On  en  déduit  évidemment  les  deux  suivantes  : 


[2] 

x 

[*] 

tif» 

II 

La  formule  [1]  rend  évidents  les  théorèmes  suivants  : 
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Dans  un  mouvement  uniforme,  l’espace  parcouru  pendant 
un  temps  donné  est  proportionnel  à la  vitesse  ; pour  une  vitesse 
donnée,  il  est  proportionnel  au  temps,  et  en  général,  il  est  égal 
au  produit  du  temps  par  la  vitesse. 

De  la  formule  [2]  on  déduit  les  théorèmes  suivants  : 

Dans  un  mouvement  uniforme,  la  vitesse  est  proportionnelle 
à l’espace  parcouru  pendant  un  temps  donné,  elle  est  en  raison 
inverse  du  temps  employé  à parcourir  un  espace  donné,  et  en 
général , elle  est  égale  au  rapport  de  l’espace  au  temps  employé 
à le  parcourir. 

Enfin  on  conclut  de  la  formule  [3]  : 

Le  temps  employé  à parcourir  un  espace  donné  est  inverse- 
ment proportionnel  à la  vitesse;  lorsque  la  vitesse  est  donnée, 
le  temps  est  proportionnel  à l’espace  à parcourir,  et  en  général, 
le  temps  est  égal  au  rapport  de  l’espace  parcouru  à la  vitesse 
du  mobile. 

Chacun  de  ces  théorèmes  exigerait  une  démonstration  spéciale 
plus  ou  moins  développée,  si  on  les  abordait  directement  *;  les 
formules  [1],  [2],  [3],  les  rendent  évidents  pour  tous  ceux  qui 
connaissent  la  valeur  des  locutions,  proportionnelles  et  inver- 
sement proportionnelles.  (Voir  Y Arithmétique). 

Je  citerai  encore  un  exemple.  On  démontre  en  géométrie  les 
théorèmes  suivants  : 

1°  Deux  circonférences  sont  entre  elles  comme  leurs  rayons, 
ou  en  d'autres  termes,  il  existe  entre  une  circonférence  C et 
son  rayon  R un  rapport  constant  2it;  on  a par  conséquent  la 
formule 

C = 2-rrR  ; 

2°  Deux  cercles  sont  entre  eux  comme  les  carrés  de  leurs 
rayons  ; 

3"  Un  cercle  a,  pour  mesure,  le  produit  de  sa  circonférence 
par  la  moitié  de  son  rayon  ; en  d’autres  termes , sa  surface  S est 

mesurée  par  le  produit  Cx^,  et  l’on  a 
S = Cx^=27tR  x^  = ^R’ ; 


* Galilée , qui  ne  faisait  pas  usage  (te  formules , y a consacré  quatre  pages , 
Giornata  I ersa,  de  motu  Æqunbili. 
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EMPLOI  DES  SIGNES  ET  DES  LETTRES. 


or,  cette  dernière  formule  rend  évident  le  second  des  théo- 
rèmes énoncés , « la  surface  d’un  cercle  est  proportionnelle  au 
carré  de  son  rayon.  » On  pourrait  donc  se  dispenser  d’en  faire 
un  théorème  distinct  des  deux  autres , et , surtout,  on  ne  doit 
pas  en  donner  une  démonstration  directe. 

Si  l’on  se  bornait  à énoncer  les  théorèmes  sans  en  réduire 
les  conséquences  en  formules , celte  dépendance  des  proposi- 
tions pourrait  rester  inaperçue. 

Classification  des  formules. 

4.  Les  expressions  algébriques  peuvent  comprendre  l’indi- 
cation des  six  opérations:  addition,  soustraction,  multipli- 
cation, division,  élév  ation  aux  puissances,  extraction  des  racines. 

Une  expression  est  rationnelle  lorsque  aucune  extraction  de  ra- 
cine n’y  est  indiquée.  Dans  le  cas  contraire,  elle  est  irrationnelle. 

Une  expression  rationnelle,  qui  ne  contient  l’indication  d’au- 
cune division,  est  dite  entière.  Dans  le  cas  contraire,  elle  est 
fractionnaire. 

Une  expression,  qui  ne  contient  l’indication  d’aucune  addi- 
tion ou  soustraction , se  nomme  monome. 

Si  l’un  des  facteurs  d’un  monome  est  numérique,  il  reçoit  le 
nom  de  coefficient. 

Plusieurs  monomes  ajoutés  ou  retranchés  forment  un  poly- 
nôme, dont  il  sont  les  termes.  Deux  termes  d’un  même  poly- 
nôme sont  dits  semblables , lorsqu’ils  ne  diffèrent  que  par  le 
coefficient.  Dans  ce  cas,  on  peut  toujours  les  réduire  à un  seul. 
Par  exemple,  si  l’on  avait,  dans  un  même  polynôme,  les  deux 
termes  + 7 a3 b , — 5 afb , on  pourrait  évidemment  les  remplacer 
par  2 afb. 

Un  polynôme  composé  de  deux  ou  trois  termes  reçoit  le  nom 
de  binôme  ou  de  trinôme. 

Exemples,  y a’-f-ô*  — \J «-j-ê-f-c,  expression  irrationnelle, 

, " ..  r'~-, , expression  rationnelle  fractionnaire, 
a’-t-ê’+c’  r 

(a’-j-è5 — c^y-t-ô*),  expression  entière  et  rationnelle, 
I5asô\/  c,  monome  dont  15  est  le  coefficient  ; 

«’ -j-2a  — b sTc,  polynôme. 
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Addition  et  soustraction. 

8.  Les  opérations  algébriques  se  faisant  sur  des  quantités  lit- 
térales, il  est  impossible  de  les  exécuter  jusqu’au  bout,  et  l'on 
doit  se  borner  à les  indiquer.  Aussi  le  calcul  algébrique  con- 
siste-t-il,  seulement,  à transformer  une  formule  en  une  autre 
plus  simple,  mais  équivalente. 

Exemple.  Quand  on  substitue  a 5 au  produit  a'Xa!,  ou  a-f-ô 
à l’expression  \J a1  -f-  lab  + b*,  on  fait  une  opération  algé- 
brique , et  l’on  dit  quelquefois , que  l’on  effectue  ainsi  le 
produit  de  a*  par  a5,  ou  l’extraction  de  la  racine  carrée  de 
o*  -J-  2ab  -f-  6*. 

L’addition  et  la  soustraction  étant  les  plus  simples  des  opé- 
rations, on  conçoit  qu’il  n’y  a pas  lieu  de  les  simplifier;  aussi 
nous  bornerons-nous  à faire  quelques  remarques  très-simples 
sur  l’addition  et  la  soustraction  des  polynômes. 

1°  Une  somme  reste  la  même  dans  quelque  ordre  que  l’on 
ajoute  ses  parties. 

2°  Un  polvnome  ne  change  pas  de  valeur,  quel  que  soit 
l’ordre  dans  lequel  on  écrive  ses  termes.  11  est  égal  en  effet,  dans 
tous  les  cas,  à l’excès  de  la  somme  de  ceux  qui  sont  précédés 
du  signe  + sur  la  somme  de  ceux  qui  sont  précédés  du 
signe  — 

3°  Pour  ajouter,  à un  nombre,  la  somme  de  plusieurs  autres, 
il  suffit  de  lui  ajouter  successivement  chacun  d’eux. 

4°  Pour  ajouter,  à un  nombre , la  différence  de  deux  autres , 
il  suffit  d’ajouter  le  premier  et  de  retrancher  le  second  du 
résultat. 

5°  Pour  retrancher  d’un  nombre  la  somme  de  plusieurs  au- 
tres, il  suffit  de  retrancher  successivement  chacun  d’eux. 

6°  Pour  retrancher  d’un  nombre  la  différence  de  deux 
autres,  il  faut  ajouter  le  second  et  retrancher  le  premier  du 
résulfat. 

En  effet , une  différence  ne  change  pas  lorsqu’on  ajoute  un 
même  nombre  c à ses  deux  termes.  L’excès  de  a sur  b — c est 
donc  le  même  que  celui  de  a-\-c  sur  b. 
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Ce?  principes  s’expriment  par  les  formules  suivantes  : 

[1]  Æ-j-  è-j-c-j-  d -j—  c-J-  b -j-  o j 

[2]  a — — d = c+a — b — d\ 

[3]  d -f-  (b  -j-  c -|-  d ) — (i  -|-  b c -}-  d î 

[4]  ' a-f-(6— c)=a+ & — c; 

[5]  a — (b-\-c)=a^-b  — c; 

[6]  a — ( b — c)=a+c  — b. 

6.  Les  principes  que  nous  venons  d’énoncer  conduisent  aux 
règles  suivantes  : 


Règle  d’addition. 

Pour  ajouter  à un  nombre,  un  polynôme  quelconque,  il  faut 
lui  ajouter  les  termes  précédés  du  signe  -f-  e*  retrancher  les 
autres  du  résultat. 

Soit , en  effet , h ajouter  à P,  le  polynôme 
a — b-\-c  — d — 
ce  polynôme  (3 , 2°)  est  égal  à 

(a  + c-|-/l  — (6  + fZ  + e); 

or  on  a (3 , 4") 

P + Ua+c+f)-{b+d+e)}=P  + (a  + c + n-(b+d  + e), 

= P+n+c  + /‘  — b — d — e: 

c’est  précisément  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Règle  de  soustraction. 

Pour  retrancher  d’un  nombre,  Un  polynôme  quelconque,  il 
faut  ajouter  h ce  nombre  les  termes  qui , dans  le  polynôme,  sont 
précédés  du  signe  — , et  retrancher  les  autres  du  résultat. 
Soit,  en  effet,  à retrancher  de  P,  le  polynôme 

a — b-j-c  — d — e-j - f, 
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ce  polynôme  (8,  2°)  est  égal  à 

— (&-}-«!  + e); 

or  on  a (S,  6“) 

P — {(fl+c-f-/) — ( 6 -j-  rf  -j—  e) } = P -{- (è -f- d + e) — 

= P b -)-  d -j-  e — a — c — f : 

c'est  précisément  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

Remarque.  L’ordre  dans  lequel  on  écrit  les  termes  d’un  po- 
lynôme étant  indifférent,  on  peut  énoncer  les  règles  précé- 
dentes en  disant  : 

Pour  ajouter  à un  nombre  P,  un  polynôme  quelconque , il 
faut  écrire  ses  différents  termes  à la  suite  de  P,  en  leur  conser- 
vant leurs  signes. 

Pour  retrancher  d’un  nombre  P un  polynôme  quelconque  , 
il  faut  écrire  ses  différents  termes  à la  suite  de  P en  changeant 
le  signe  de  chacun  d’eux. 


Énoncé  plus  simple  des  résultats  précédents. 

7.  La  forme  des  résultats  précédents  peut  se  simplifier  à 
l’aide  d’une  convention  très-utile  en  algèbre,  qui  consiste  à re- 
garder tous  les  termes  d’un  polynôme  comme  ajoutés  les  uns 
aux  autres,  en  nommant  nombres  négatifs  ceux  qui  sont  précé- 
dés du  signe — . Par  exemple,  on  regardera  la  différence  a— b 
comme  résultant  de  l’addition  de  a avec  — b , 

[1]  a — b = a- f-( — b). 

L’expression  isolée  ( — b)  n’acquiert  pour  cela  aucune  significa- 
tion ; seulement  on  dit  ajouter  — b au  lieu  de  dire  retrancher  b. 
On  convient  de  même  que  retrancher  — b signifie  ajouter  b. 

[2]  n—(  — b)=a  + b. 

11  serait  absurde  de  chercher  à démontrer  les  formules  [1]  et  [2]  : 
les  définitions  ne  se  démontrent  pas.  On  peut  remarquer,  ce- 
pendant, que  la  convention  exprimée  par  la  formule  [2]  est  une 
conséquence  toute  naturelle  de  la  préïhière.  Si  l’on  ne  faisait 
pas,  en  effet,  cette  seconde  convention,  en  ajoutant  et  retran- 


.f*. 
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chant  successivement  — b h un  nombre,  les  deux  opérations 
ne  se  détruiraient  pas. 

8.  Les  deux  conventions  précédentes  permettent  de  réduire 
la  règle  d’addition  à l'énoncé  suivant  : 

Pour  ajouter  deux  polynômes , il  faut  ajoute»  au  premier  tous 
les  termes  du  second,  quels  que  soient  leurs  signes. 

Soient  en  effet  les  deux  polynômes 

a — b-\-  c et  m — n-\-p  — g, 

leur  somme  est 

a — b-\-c-\-m  — n-{-p  — q, 
ce  qui  équivaut,  d’après  nos  conventions,  à 

a — H-  « + m + (—»)  + P + (—?), 

résultat  conforme  è l’énoncé. 

9.  Les  mêmes  conventions  permettent  de  réduire  la  règle 
de  soustraction  des  polynômes  à l’énoncé  suivant  : 

Pour  retrancher  un  polynôme  d'une  quantité  quelconque  A, 
il  suffit  de  retrancher  successivement  ses  différents  termes. 

Soit,  en  effet,  à retrancher  de  A le  polynôme  m — n—  p-\-q, 
on  a vu  (6)  que 

A — [m — n—p-\-q)  = A — wi-j-Ji-j-p — Qi 
ou,  d’après  nos  conventions, 

A — ( m — n — p -f-  q)  = A — m — ( — n)  — ( — p ) — q , 
ce  qui  est  conforme  à l’énoncé. 

Remarque.  L’introduction  des  nombres  négatifs  permet  d’é- 
noncer, avec  plus  de  concision,  des  résultats  auxquels  cette 
forme  nouvelle  n’ajoute  absolument  rien.  Nous  verrons  que  tel 
est  toujours,  en  algèbre,  le  but  de  leur  introduction”. 


* Les  explications  qui  précèdent  sont  absolument  indispensables  , elles 
n’ont  rien  de  commun  avec  4’emploi  des  nombres  négatifs  pour  représenter 
les  grandeurs  ; nous  ne  parlerons  de  celte  autre  théorie  qu’à  l’occasion  des 
problèmes  du  premier  degré. 
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10.  Si  l’on  considère  une  différence  a — b,  et  que  l’on 
suppose  b plus  grand  que  a , l’opération  est  impossible  ; on 
convient  alors  de  regarder  l’expression  a — b,  comme  repré- 
sentant un  nombre  négatif  égal  à l’excès  de  b sur  a. 

a — b = — (è — a). 

Cette  convention  est  toute  naturelle,  et  en  ne  la  faisant  pas  on 
détruirait  l’analogie  complète  qui  existe  entre  les  opérations 
relatives  aux  nombres  négatifs  et  positifs.  Soit,  en  effet,  d l’excès 
de  b sur  a , a — b est  égal  ha — (a-f-d)  ; si  donc  on  applique  la 
règle  de  soustraction  (9),  on  aura 

a — b — a — (a-j-d)  = a — a — d = — d = — (6 — a). 

Remarque.  Nous  prouvons  ainsi  qu’il  est  naturel  de  faire  la 
convention  en  question,  mais  nous  ne  démontrons  pas  la  formule 
a — b= — (b — a).  Notre  raisonnement,  en  effet,  est  fondé  sur 
l’application  d’une  règle  de  soustraction,  qui,  jusqu’ici,  n’a 
de  sens  que  pour  des  soustractions  possibles;  il  est  naturel  et 
commode  de  l’étendre  à tous  les  cas,  mais  cela  n’cn  est  pas 
moins  arbitraire. 

11.  La  convention  que  nous  venons  de  faire  permet  de  gé- 
néraliser des  résultats  que  l’on  devrait  sans  cela  énoncer  avec 
restriction  ; on  a,  par  exemple, 

c-j-o — b = c-\-{a—b). 

Cette  formule  est  évidente  lorsque  a est  plus  grand  que  b. 
Notre  convention  la  rend  vraie  dans  tous  les  cas,  cor  si  a est 
moindre  que  b,  on  a ( a — b)  = — (6  — a),  et  par  suite 

c + (a — b)=c  — (b  — a)=e-f-  a — b. 

On  verra  de  même  que  la  formule 

c — (a — b)=  ô-f-  (c — a) 

devient  vraie,  par  suite  de  nos  conventions,  lors  même  que  c 
est  moindre  que  a. 

12.  Remarque.  Dans  les  questions  d’algèbre,  a et  b désignent 
des  nombres  indéterminés  et  l’on  ne  sait  pas  quel  est  le  plus 
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grand  ; ou  comprend  dès  lors,  combien  il  est  important  que  les 
formules  s’appliquent  indifféremment  à tous  les  cas  et  quelle 
est  par  conséquent  l’utilité  des  conventions  relatives  aux  nom- 
bres négatifs. 


RÉSUMÉ. 

i . Le  caractère  de  l’algèbre  consiste  en  ce  que  l’on  y étudie  les  opéra- 
tions, indépendamment  des  nombres  sur  lesquels  elles  s’exécutent.  — 
2.  Ce  que  l’on  entend  par  formule  algébrique.  — 3.  Divers  avantages 
de  l’emploi  des  formules  : elles  sont  beaucoup  plus  simples  à écrire  que 
les  théorèmes  qu’elles  expriment,  et  font  souvent  apercevoir,  d’un  coup 
d’œil,  des  conséquences  qui  exigeraient  sans  elles,  une  démonstration 
à part.  Quelques  exemples.  — 4.  Classification  des  formules  ou  expres- 
sions algébriques  en  rationnelles  et  irrationnelles,  entières  ou  fraction- 
naires, monomes  ou  polynômes  ; ce  que  c’est  qu’un  coefficient  ; ce  qu’on 
entend  par  termes  semblables  d’un  polynôme.  — o.  Addition  algébrique: 
une  somme  reste  la  même  dans  quelque  ordre  que  l’on  ajoute  les  par- 
ties; pour  ajouter  à un  nombre  la  somme  de  plusieurs  autres , il  suffit 
de  lui  ajouter  successivement,  chacun  d’eux;  pour  ajouter  à un  nombre 
la  différence  de  deux  autres,  il  suffit  d’ajouter  le  premier  et  de  retrancher 
le  second  du  résultat.  Pour  retrancher  d’un  nombre  la  somme  de  plusieurs 
autres,  il  suffit  de  retrancher  successivement  chacun  d’eux;  pour  re- 
trancher d’un  nombre  la  différence  de  deux  autres , il  faut  ajouter  le 
second  et  retrancher  le  premier  du  résultat.  Formules  qui  expriment 
ces  principes.  — 6.  Règle  générale  d’addition  et  de  soustraction  des  po- 
lynômes. — 7.  Introduction  des  nombres  négatifs  pour  simplifier  l’énoncé 
des  résultats  précédents , ce  qu’on  entend  par  ajouter  et  retrancher  un 
nombre  négatif  — 6,  les  conventions  sont  faites  de  telle  sorte,  qu’en 
ajoutant  et  retranchant  successivement  — b les  opérations  se  détruisent. 
Ces  conventions  permettent  de  regarder  tous  les  termes  d'un  polynôme, 
quels  que  soient  leurs  signes , comme  ajoutés  les  uns  aux  autres.  — 8. 
Règle  générale  d'addition. — 9.  Règle  générale  de  soustraction.  L'énoncé 
de  ces  règles  se  trouve  simplifié  par  les  conventions  précédentes.  — 
10.  L’expression  a — 6,  lorsque  b est  plus  grand  que  a.  représente,  par 
définition,  un  nombre  négatif  —(6 — o).  — Comment  l’on  est  conduit 
à faire  cette  convention.  — H.  Quelques  formules  qui  deviennent 
générales  si  l’on  adopte  la  convention  précédente.  — 42.  Il  est  très- 
important  que  les  formules  d’algèbre  ne  changent  pas  avec  la  valeur  des 
lettres,  car  cette  valeur  n’étant  pas  fixée,  on  ne  saurait  jamais  sans 
cela,  si  l’on  doit  les  appliquer. 
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EXERCICES. 

I.  6 i b 

Deux  courriers  parcourent  la  ligne  OA.  Au  départ,  ils  sont 
situés  en  A et  B,  à des  distances  a été  du  point  O ; ils  s’éloignent 
avec  des  vitesses  v et  v'.  Trouver  des  formules  pour  exprimer, 
après  le  temps  t,  la  distance  des  deux  courriers,  et  la  distance 
du  point  O au  milieu  de  la  droite  qui  les  joint. 

U.  Vérifier  la  formule 

(a  -f-  b )*  — (a  — b)'=  Aab 

Montrer  son  identité  avec 

A* — B*  = (A  -f-  B)  (A — B). 

III.  Sur  un  chemin  de  fer,  lorsque  la  vitesse  de  convoi  est 
constante,  la  traction  que  doit  développer  la  locomotive  se  com- 
pose des  frottements  des  roues  de  wagon  sur  les  rails,  et  de  la 
résistance  de  l’air.  Le  frottement  est  indépendant  de  la  vitesse 
et  proportionnel  au  poids  total  du  train.  La  résistance  de  l’air 
est,  au  contraire,  indépendante  du  poids  du  convoi  et  propor- 
tionnelle au  carré  de  la  vitesse.  Le  frottement  ayant  une  valeur 
connue  F,  pour  un  convoi  dont  le  poids  est  P,  et  la  résistance 
de  l’air  étant  R lorsque  la  vitesse  est  V,  trouver  une  formule 
qui  exprime  la  traction  lorsque  le  poids  est  P'  et  la  vitesse  V'. 

IV.  Trois  vases  contiennent  des  mélanges  d’eau  et  de  vin  : le 
premier,  a litres  d’eau,  b litres  de  vin  ; le  second  a'  litres  d’eau, 
b'  litres  de  vin  ; le  troisième,  a"  litres  d’eau,  b"  litres  de  vin.  On 
prend  la  moitié  du  liquide  contenu  dans  le  premier  vase,  et  on 
le  verse  dans  le  second  ; puis  le  tiers  du  liquide  qui  se  trouve 
alors  contenu  dans  celui-ci , et  on  le  verse  dans  le  troisième. 
Trouver  une  formule  qui  indique  la  quantité  d’eau  et  celle  de 
vin  contenues  dans  chaque  vase  après  ces  opérations. 

V.  Deux  vases  de  capacité  v et  v'  sont  pleins,  l’un  d’eau,  l’au- 
tre de  vin.  On  remplit  à la  fois,  dans  ces  deux  vases,  deux  nou- 
veaux vases  de  capacité  U,  et  l’on  verse  dans  v ce  qui  a été  pris 
dans  v't  et  réciproquement.  On  recommence  trois  fois  cette 
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opération.  Trouver  une  formule  qui  exprime  la  quantité  de  vin 
contenue  dans  chacun  des  vases. 

VI.  Si  l’ou  fait  commencer  l’année  au  1"  mars , prouver  que 
le  rang  qu’occupe , parmi  les  jours  de  l’année,  le  m“  jour  du 
(n-f-1)'  mois  est  représenté  par  la  formule 

j»-f-31n — p , 

p étant  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  la  fraction 

5n-f4 
12  ‘ 

VU.  On  mélange  H hectolitres  d’eau-de-vie  à D degrés  avec 
H'  hectolitres  à D'  degrés  ; on  demande  le  degré  et  le  prix  du 
mélange.  On  sait  que  le  degré  indique  combien  il  y a de  parties 
d’alcool  sur  cent  d’eau-de-vie  et  que  le  prix  de  l’hectolitre 
étant  P quand  le  degré  est  N , augmente  ou  diminue  d’une 
quantité  a pour  chaque  augmentation  ou  diminution  d’une 
unité  dans  le  degré. 
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MULTIPLICATION  ALGÉBRIQUE. 


Multiplication  des  mouomes. 

15.  Pour  multiplier  deux  produits  de  plusieurs  facteurs  , il 
faut  former  un  produit  unique  composé  des  fadeurs  qui  en- 
trent dans  chacun  d’eux. 

Dans  un  produit  unique,  on  peut  remplacer  deux  ou  plusieurs 
facteurs  par  leur  produit  effectué  (voy.  Y Arithmétique). 

D’après  le  premier  de  ces  deux  principes,  le  produit  de  deux 
monomes  entiers  est  égal  h un  inonome  qui  contient  les  fac- 
teurs de  l’un  et  de  l’autre  ; par  exemple  : 

5a*d*c  X da’è’c =5 . a\  d*.  c . 4 . a\  6*.  e. 

En  vertu  du  second  des  principes  énoncés , on  peut , dans  le 
résultat,  remplacer  5 et  4 par  leur  produit  20,  a*  et  a’  par  leur 
produit  os  (voy.  Y Arithmétique)  ; en  sorte  que  le  produit  des  deux 
monomes  considérés  est 

bald‘,c  X 4asô,e=20a,d*6sce. 

La  méthode  est  générale,  et  conduit  à la  règle  suivante  . 

Le  produit  de  deux  monomes  entiers  s’obtient  en  multipliant  les 
coefficients  entre  eux,  donnant  à chaque  lettre  commune  aux  deux 
monomes  ( comme  a dans  l’exemple  précédent  ) un  exposant  égal  à 
la  somme  de  ceux  dont  il  est  affecté  dans  chacun  d’eux,  et  prenant 
les  autres  lettres  comme  facteurs , sans  changer  leurs  exposants. 

14.  Ce  qui  précède  permet  de  faire  la  multiplication  d’un 
nombre  quelconque  de  monomes.  Il  suffira,  en  effet,  de  multi- 
plier les  deux  premiers , puis  le  produit , qui  est  un  monome , 
par  le  troisième,  et  ainsi  de  suite. 
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Multiplication  des  polynômes. 


13.  Le  produit  de  deux  polynômes  peut  toujours  être  rem- 
placé par  un  polynôme  unique , dont  nous  allons  indiquer  la 
loi  de  formation  , et  que  l’on  nomme  souvent  leur  'produit 
effectué. 

Nous  commencerons  par  former  le  produit  d’un  polynô- 
me a -f-è-j-c,  par  un  nombre  quelconque  m et,  pour  plus 
de  clarté , nous  distinguerons  plusieurs  cas. 

1°  m est  entier.  L’opération  revient  alors  à ajouter  m poly- 
nômes égaux  à a-\-b-\-c  et,  d’après  la  règle  d’addition,  le  ré- 
sultat contient  chaque  terme  pris  avec  son  signe  et  répété  m 
fois , on  a donc 


(a  b. — c)m  = ma-\-rnb — me. 


2°  m est  fractionnaire  de  la  forme  - (p  étant  entier).  L’opé- 

V 


ration  revient  à diviser  le  polynôme  par  p et  le  résultat  est  évi- 
demment 


a . b c 
p^rp~p' 


car  cette  expression  multipliée  par  le  nombre  entier  p repro- 
duit, en  vertu  de  la  règle  précédente,  a-\-b-\-c. 

On  voit  que  le  produit  peut  s’écrire,  comme  dans  le  cas  pré- 
cédent, 

ma-\-mb — me. 


3°  m est  fractionnaire  et  de  la  forme  Le  produit  doit  alors 

contenir  p fois  la  qm‘  partie  du  multiplicande;  et  pour  l’obtenir 
il  faut  diviser  le  multiplicande  par  q et  multiplier  le  résultat 
par  p. 

Le  multiplicande  divisé  par  q , devient 


et  le  produit  de  ce  résultat  par  p,  est 


pa  . pb  _ pc 
</  ’ 
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c’est-à-dire  ma-\-mb-\-mc-, 

donc,  dans  tous  les  cas,  pour  multiplier  un  polynôme  par  un 
nombre  quelconque  , il  faut  multiplier  chaque  terme  séparément 
par  ce  nombre,  en  lui  conservant  le  sitjne  qu'il  avait  primiti- 
vement. 

16.  Nous  pouvons,  actuellement,  nous  occuper  de  la  multi- 
plication des  polynômes. 

Considérons  deux  polynômes  dont  tous  les  termes  soient  sé- 
parés par  le  signe-)-. 

Soit 

P+?+r 

à multiplier  par 

a-f  è-f  <?, 

a,  b,  c,  p,-q,  r désignant  des  nombres  quelconques  qui  peu- 
vent être  eux-mêmes  représentés  par  des  expressions  algébri- 
ques plus  ou  moins  compliquées. 

Pour  multiplier  p+ç-fr  par  un  nombre  quelconque,  il  faut 
d’après  ce  qui  précède,  multiplier  ce  nombre  par  p,  puis 
par  q,  puis  par  r,  et  ajouter  les  résultats;  par  conséquent  on  a 

(P  + Q + r)  (o  -f  b -f  c) — (a  -f  b + c)p -f  (a  + b -f  c)  q+  (a-f  b -f  c)r  ; 

mais  pour  multiplier  par  p une  somme  a-fé-fc,  il  faut,  connue 
on  l’a  vu,  multiplier  chaque  partie  par  p,  ou  a donc 

(' u + b-\-c)p=ap-\-bp-\-cp , 

et  de  même 

(a  -f  b + c)q  = aq -f  bq  -f  cq , 

(«-(-ô-)-c)r— ar+ôr-j-cr  : 

cl  par  suite 

(o  -f  b -f  c)  (p  -)-  q -f  r)  = ap  -f  bp  -f  cp  -f  aq  -f  bq  -f  cq 

-far  -\-br-\-cr, 

résultat  que  l’on  peut  énoncer  ainsi  : 

Le  produit  de  deux  polynômes,  dont  les  termes  sont  positifs, 
est  égal  à la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  tous  les 
termes  du  multiplicande  par  tous  ceux  du  multiplicateur. 

17.  Supposons  maintenant  que  les  deux  polynômes  à multi- 
plier, contiennent  des  termes  précédés  du  signe  — . 

2 
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Désignons  par  A l'ensemble  des  termes  qui  sont  précédés  du 
signe  f dans  le  multiplicande,  et  par  B l’ensemble  de  ceux  qui 
sont  précédés  du  signe  — ; par  P et  Q les  sommes  analogues 
dans  le  multiplicateur;  il  faut  multiplier 

P-Q 

par 

A— B; 

A,  B,  P,  Q étant  quatre  polynômes  à termes  positifs.  Or,  pour 
multiplier  une  différence  P — Q par  un  nombre  quelconque  , il 
faut,  comme  on  l’a  vu  (13),  multiplier  ce  nombre  par  P,  puis 
par  Q , et  retrancher  les  résultats,  on  a donc 

(P— U)  (A — B)  = (A— B)P — (A— B)Q  ; 
mais  on  a comme  on  l’a  vu  ( 13) 

(A — BjPssPÀ — PB , 

(A — B)Q=QA — QB; 

d’où  l’on  conclut  (6j 

(A  — B)P— (A— B,Q==PA— PB— QA+QB. 

Telle  est  donc  l’expression  du  produit  demandé. 

PA , PB , QA , QB  sont  des  produits  de  polynômes  à termes 
positifs;  on  les  effectuera  comme  il  a été  dit  (16).  Il  est 
évident  que  le  résultat  contiendra  le  produit  de  chaque  terme 
du  multiplicande  par  chaque  terme  du  multiplicateur,  chaque 
produit  étant  affecté  d’un  signe  déterminé  par  les  règles  sui- 
vantes : 

Les  termes  provenant  de  PA  et  de  QB , c’est-à-dire  du  pro- 
duit de  deux  ternies  précédés  du  signe  + ou  de  deux  termes 
précédés  du  signe  — , sont  précédés  du  signe  +. 

Les  termes  provenant  de  PB  et  de  QA,  c’est-à-dire  du  pro- 
duit de  deux  termes  précédés  de  signes  différents , sont  pré- 
cédés du  signe  — . 


Manière  plus  simple  d’énoncer  les  résultats  précédents. 

16.  L’énoncé  des  résullals  précédents  se  simplifie  si  l’on 
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considère,  ainsi  que  nous  l’avons  déjà  fait  (7),  les  termes  qui 
sont  précédés  du  signe  — , comme  des  nombres  négatifs  ajoutés 
aux  termes  précédents,  et  en  adoptant,  en  outre,  les  définitions 
suivantes  : 

Le  produit  d’un  nombre  négatif  — a par  un  nombre  positif 
b,  est  — (a'Xb). 

Le  produit  de  deux  nombres  négatifs  — a et  — b est  a X b. 
D’après  ces  conventions  , la  règle  de  multiplication  peut  s’é- 
noncer en  disant  : le  produit  de  deux  polynômes  s'obtient  en 
multipliant  tous  les  termes  du  multiplicande  par  tous  ceux  du 
multiplicateur,  et  ajoutant  les  résultats  obtenus. 

Soit , par  exemple , à multiplier 

o — b 

par  c — d, 

le  produit  est  (17), 

ac — bc — ad-\-  bd, 

ou,  d’après  nos  conventions , 

ac  + (—  b)c  + (—  d)a  -f  (—  b)  (—  d) , 

ce  qui  est  bien  la  somme  des  produits  obtenus  en  multipliant 
les  termes  a et  — b du  multiplicande  par  les  termes  c et  — d 
du  multiplicateur. 

19.  Remarque  I.  Il  n’y  a pas  lieu  de  chercher  à démontrer 
les  formules 

(—a)  (b)  = — ab, 

(—a)(—b)=ab, 

elles  expriment  des  définitions.  Ces  définitions  permettent  de 
renfermer  sous  un  seul  énoncé , les  différents  cas  qu’il  fallait 
distinguer,  dans  la  règle  de  multiplication  des  polynômes. 

20  Rbmarque  II.  On  a vu  (17)  que 

[1]  (A— B)(M— P)=AM— AP— BM+BP. 

La  démonstration  supposait  que  A et  M fussent  respectivement 
plus  grands  que  B et  P;  les  conventions  que  nous  venons  de 
faire  rendent  cette  formule  vraie,  dans  tous  les  cas. 


Digitized  by  Google 


•20 


MULTIPLICATION  ALGÉBRIQUE. 


Supposons , en  effet , que  l’un  des  facteurs  soit  négatif;  que 
l’on  ait,  par  exemple  : 

A<B, 

M>P. 

A-B  étant  négatif  et  égal  (10)  à — ( B — A ),  on  a,  d’après 
nos  conventions, 

(A — B)  (M — I»)  = - (B — A)  (M — P ) = - (BM  - BP— AM + AP  ) 

=— BM+BP  + AM— AP, 

ce  qui  coïncide,  à l’ordre  des  termes  près,  avec  la  formule  [t]. 

Supposons  maintenant  que  les  deux  différences  A— B et  M--P 
soient  négatives;  leur  produit  sera  (18)  le  même  que  si  elles 
étaient  prises  positivement,  et  l’on  aura 

( A — B)  (M  — P ) = ( B — A ) ( P — M ) = BP  — BM  — AP  -f  AM , 

co  qui  est  encore  conforme  à la  formule  [1]. 

ai.  Remarque  111.  Nous  représenlerons  dorénavant  un  poly- 
nôme quelconque,  de  quelques  signes  que  soient  ses  termes , 
par  une  expression  de  la  forme 

a + à + c + P 4"  ÿ + r’, 

a,  b,  c,  p,  (j,  r désignant  des  nombres  positifs  ou  négatifs. 
Exemple.  La  formule 

(«  -}-  bf  = «s  -f-  2 ab  -f-  b1, 

qui  résulte  immédiatement  de  la  règle  de  multiplication,  est 
vraie,  par  cela  même,  quels  que  soient  les  signes  des  quantités 
désignées  par  « et  b.  On  peut  donc  supposer  que  b y représente 
un  nombre  négatif — b'.  Cette  formule  devient  alors 

(a — b'  )*=  2a  (—  b')  -f  (■ — 6')*=  a* — 2a6'  + *'*. 

Les  formules  qui  donnent  le  carré  d’une  somme  et  celui 
d’une  différence  se  trouvent  ainsi  ramenées  à une  seule. 

28.  Remarque  IV.  Les  formules 

( — u)b  =■  — ab, 

{—a)(—b)—ab. 
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expriment  des  conventions  faites  en  supposant  que  a et  b soient 
des  nombres  positifs;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  par  suite 
des  mêmes  conventions,  ces  formules  ne  cessent  pas  d’avoir 
lieu  lors  même  que  a et  b désignent  des  nombres  négatifs. 

La  première  formule  peut,  en  effet,  s’énoncer  de  la  manière 
suivante  ; 

S>,  dans  un  produit,  on  change  le  signe  de  l’un  des  facteurs,  le 
produit  change  de  signe  sans  changer  de  valeur. 

Et  la  seconde  formule  peut  s’énoncer  en  disant  : 

Si,  dans  un  produit,  on  change  les  signes  des  deux  facteurs,  le 
produit  ne  change  ni  de  signe  ni  de  valeur. 

Or,  nos  conventions  rendent  ces  deux  propositions  évi- 
dentes. 

23.  Remarque  V.  Lorsque,  dans  un  produit  de  plusieurs 
facteurs,  quelques-uns  sont  négatifs,  le  produit  se  définit 
comme  en  arithmétique  : c’est  le  résultat  obtenu  en  multi- 
pliant le  premier  facteur  par  le  second;  puis  le  produit  effec- 
tué par  le  troisième  facteur;  puis  le  résultat  par  le  quatrième, 
et  ainsi  de  suite.  Il  suit  de  lit  que  le  produit  aura  même  va- 
leur absolue  que  si  tous  les  facteurs  étaient  regardés  comme 
positifs.  Il  sera  précédé  du  signe  -]-,  si  le  nombre  des  facteurs 
négatifs  est  pair,  et  du  signe  — s’il  est  impair  : pour  le  dé- 
montrer, remarquons  que  l’on  peut  toujours  introduire-]-  1 
comme  premier  facteur.  Dans  les  mulliplications  successives 
que  l'on  aura  à effectuer  pour  former  le  produit,  le  signe  qui, 
d’après  cela,  est  d’abord  -{-,  changera  autant  de  fois  qu’il  y a 
de  facteurs  négatifs;  or  il  est  évident  qu’il  redeviendra  -)-  si  le 
nombre  des  changements  est  pair,  et  — dans  le  cas  contraire. 

Il  résulte  évidemme»t  de  ce  qui  précède,  que  les  puissances 
paires  d’un  nombre  négatif  sont  positives,  et  les  puissances 
impaires  négatives. 

24.  Si  l’on  nomme  quotient  de  deux  nombres  A et  B,  un 
troisième  nombre  qui,  multiplié  par  le  diviseur  B reproduise 
le  dividende  A,  il  résulte  évidemment  des  conventions  précé- 
dentes que  la  valeur  absolue  du  quotient  de  deux  nombres  ne 
dépend  pas  de  leurs  signes,  et  que  ce  quotient  est  positif  si  le 
dividende  et  le  diviseur  ont  le  même  signe,  et  négatif  dans  le 
cas  contraire. 
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Multiplication  d'un  nombre  quelconque  de  polynômes. 

23.  Pour  faire  le  produit  d’un  nombre  quelconque  de  poly- 
nômes, il  faut  d’abord  multiplier  le  premier  par  le  second , 
puis  le  résultat  par  le  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Le  produit 
effectué  de  deux  polynômes  étant  toujours  un  polynôme,  il 
suffira,  quel  que  soit  le  nombre  des  facteurs,  de  savoir  multi- 
plier deux  polynômes  l’un  par  l’autre. 

Soient  Pi , P»,  P»,  P»  les  différents  polynômes  dont  on  veut 
former  le  produit;  en  multipliant  P(  par  P,,  on  obtiendra  un 
produit  Q,  dont  les  termes  sont  (18)  les  produits  de  tous  les 
termes  de  P!  par  tous  ceux  de  Ps;  on  multipliera  Qi  par  P5, 
et  on  obtiendra  un  produit  Qî,  qui  sera  la  somme  des  produits 
de  tous  les  termes  de  Qi  par  tous  ceux  de  Ps;  c’est-à-dire,  la 
somme  de  tous  les  produits  de  trois  facteurs  obtenus,  en  pre- 
nant un  facteur  parmi  les  termes  de  P, , un  parmi  les  termes 
de  Ps  et  un  enfin  parmi  les  termes  de  Ps.  Q,  sera  ensuite  mul- 
tiplié par  P».  Le  résultat  Q3  de  cette  multiplication  sera  la 
somme  des  produits  des  termes  de  Q,  par  ceux  de  Pk  ; c’est- 
à-dire,  de  tous  les  produits  de  quatre  facteurs  pris  respective- 
ment dans  les  polynômes  P,,  P,,  P3,  Pt.  On  pourra  continuer 
indéfiniment  le  raisonnement,  et  l’on  verra  que  le  produit  des 
polynômes  P,,  Pt,  Ps,  ...  P„ ,’  est  la  somme  de  tous  les  produits 
de  n facteurs  formés  avec  un  terme  de  P, , un  terme  de  P, , un 
terme  de  P,,  ...  et  un  terme  de  P„. 


Produit  de  deux  polynômes  ordonnés  par  rapport  à une  lettre. 

20.  On  dit  qu’un  polynôme  est  ordonné  par  rapport  à une 
lettre,  lorsque  les  termes  sont  placés  dans  l’ordre  de  grandeur 
des  exposants  de  celte  lettre;  de  telle  sorte  qu’en  les  considé- 
rant depuis  le  premier  jusqu’au  dernier  les  exposants  aillent 
tous  en  diminuant  ou  tous  en  augmentant. 

Exemple.  2#* — x—\ 

est  un  polynôme  ordonné  par  rapport  à x. 

Remarque  T.  Si  la  lettre  par  rapport  à laquelle  on  ordonne 
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entrait  dans  plusieurs  termes  avec  le  même  exposant,  on  réu- 
nirait ces  termes  en  un  seul  et  on  regarderait  celle  puissance 
do  la  lettre  ordonnatrice  comme  ayant  pour  coefficient  la 
somme  des  facteurs  qui  la  multiplient  dans  ces  différents 
termes. 

Exemplb.  Pour  ordonner  le  polynôme 

a5  -j-  \a*b  -f  2a9c*  -|-  a'  b -J-  c 

par  rapport  h a,  on  l’écrira  de  la  manière  suivante  : 
a5  -f-  (Ab  -f-  2 c'I  a* -f-  6a’ -f- c. 

Remarque  II.  L’exposant  de  la  lettre  ordonnatrice  dans  un 
lermc  se  nomme  le  degré  de  ce  terme.  Le  degré  d’un  polynôme 
est  celui  du  terme  du  plus  haut  degré  qu’il  contienne. 

Il  n’y  a rien  il  changer  à la  règle  de  multiplication  lorsqu’on 
veut  l’appliquer  à deux  polynômes  ordonnés  suivant  les  puis- 
sances d’une  lettre.  Nous  placerons  seulement  ici  une  remarque 
relative  à la  forme  du  résultat. 

Lorsque  le  produit  sera  formé,  on  pourra  diminuer  le  nombre 
de  ses  termes,  en  réunissant  ceux  qui  sont  semblables  (4);  mais 
on  peut  montrer,  et  cette  remarque  est  très-importante,  que 
deux  termes  au  moins  du  produit  subsisteront  sans  réduction. 
Ces  deux  termes  sont,  le  produit  du  premier  terme  du  multi- 
plicande par  le  premier  terme  du  multiplicateur,  et  le  produit 
du  dernier  terme  du  multiplicande  par  le  dernier  terme  du 
multiplicateur. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  le  premier  de  ces  produits  con- 
tiendra la  lettre  ordonnatrice  à une  puissance  plus  élevée,  et 
le  second  à une  puissance  moins  élevée  que  tous  les  autres.  Ils 
ne  pourront  donc  pas  se  réduire  avec  eux,  tant  que  la  lettre 
ordonnatrice  restera  indéterminée. 

Exemple.  Si  on  multiplie 

x1  -(-  a? -f- od' 1 -f-  xy + Æ*-j-  x’-f-  x -f- 1 
par  »— 1, 

le  terme  a*  et  le  terme  — 1 qui  proviennent  de  la  multiplication 
des  premiers  termes  entre  eux,  et  des  derniers  termes  entre 
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eux,  ne  se  réduiront  avec  aucun  autre.  Si  on  effectue  le  pro- 
duit, on  voit  qu’il  se  réduit  à ces  deux  seuls  termes,  les  autres 
se  détruisant  deux  è deux. 

27.  Le  produit  de  deux  polynômes  est,  d’après  ce  qui  pré- 
cède, composé  de  deux  termes  au  moins.  Si  les  polynômes 
contiennent  plusieurs  lettres,  on  pourra  les  ordonner  succes- 
sivement par  rapport  à chacune  d’elles,  et  en  appliquant  la  re- 
marque précédente  on  obtiendra  un  certain  nombre  de  termes 
qui  devront  subsister  sans  réduction  dans  le  produit.  Si,  par 
exemple,  on  multiplie  les  deux  polynômes  suivants,  ordonnés 
par  rapport  à a 

a‘‘+a*b'+a'b'+bi, 

«e-)-a4è-J-rts67-f  ab'. 

Les  termes  a‘x«‘,  ô*X«&*  devront  subsister  sans  réduction 
dans  le  produit.  Si  l’on  ordonne  les  mômes  polynômes  par  rap- 
port à b,  les  premiers  termes  sont  as65  et  «’67  et  les  derniers 
et  les  deux  termes  a’è’XflW  et«lXns  devront  donc  subsister 
sans  réduction  dans  le  résultat.  Le  terme  a‘Xa*  se  présente, 
comme  on  voit,  de  deux  manières  différentes,  et  nous  avons 
seulement  trois  termes  distincts  qui,  dans  le  résultat,  ne  peuvent 
éprouver  aucune  réduction . 


RÉSUMÉ. 

15.  On  rappelle  deux  théorèmes  démontrés  en  arithmétique  : 1°  Pour 
multiplier  deux  produits  l’un  par  l’autre,  il  suffit  de  former  un  produit 
unique  avec  les  facteurs  qui  entrent  dans  chacun  d’eux;  2°  Dans  ce 
produit  unique  on  peut  remplacer  deux  ou  plusieurs  facteurs  par 
leur  produit  effectué.  — Règle  de  multiplication  des  monomes.  — 
14.  Ce  qui  précède  permet  de  multiplier  un  nombre  quelconque 
de  monomes.  — 115.  Multiplication  d’un  polynôme  par  un  mo- 
nôme. — 16.  Multiplication  de  deux  polynômes  à termes  positifs. 
— 17.  Cas  où  les  polynômes  contiennent  des  termes  précédés  du 
signe — . — 18.  Expression  plus  simple  des  résultats  précédents,  en 
regardant  les  termes  précédés  du  signe  — comme  des  nombres  négatifs 
ajoutés  aux  termes  qui  précèdent,  et  en  adoptant  des  conventions 
convenables  sur  le  produit  de  deux  nombre^ négatifs  ou  d’un  nombre 
négatif  par  un  nombre  positif.  — 10.  Il  n’y  a pas  lieu  de  chercher  à 
démontrer  les  conventions  relatives  au  produit  des  nombres  négatifs; 
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cps  conventions  sont  arbitraires  : il  y a seulement  un  avantage  de  sim- 
plicité à adopter  celles  que  nous  avons  choisies.  — 20.  Ces  conventions 
ont  en  outre  l’avantage  d’étendre  la  formule  de  multiplication  de  deux 
polynômes  au  cas  où  l'ensemble  des  termes  négatifs  l’emporte  sur  celui 
des  termes  positifs.  — 21 . Quels  que  soient  les  termes  d'un  polvnome, 
on  peut  le  considérer  comme  une  somme  de  termes  dont  quelques  uns 
sont  négatifs  ; on  peut  de  cette  manière  réduire  à une  seule  les  deux 
formules  qui  donnent  le  carré  d’une  somme  et  le  carré  d'une  différence. 
— 22.  Les  formules  ab  — (—a)  (-  b),a[—b)—  — ab,  sont  vraies,  quels 
que  soient  les  signes  des  nombres  représentés  par  a et  b.  — 25.  Re- 
marque sur  le  signe  d’un  produit  de  plusieurs  facteurs.  — 24.  Définition 
de  la  division  quand  le  dividende  et  le  diviseur  ne  sont  pas  tous  deux 
positifs.  — 25.  Multiplication  d’un  nombre  quelconque  de  polynômes  ; 
le  produit  est  la  somme  des  produits  que  l’on  peut  faire  en  prenant  pour 
facteur  un  terme  de  chaque  polynôme.  — 26.  Ce  qu’on  entend  par 
polynôme  ordonné  par  rapport  à une  lettre.  La  règle  de  multiplicalioù 
est  la  même , seulement  il  y a souvent  réduction  entre  des  termes  sem- 
blables; mais  on  remarque  que  deux  termes  au  moins  du  produit  ne 
peuvent  se  réduire.  — 27.  Quand  les  polynômes  contiennent  plusieurs 
lettres,  la  règle  précédente  fait  quelquefois  connattre  plus  de  deux  termes 
du  produit  qui  ne  peuvent  se  réduire. 


. EXERCICES. 

I.  Le  carré  d’un  polynôme  est  égal  à la  somme  des  carrés  des 
termes,  plus  deux  fois  la  somme  de  leurs  produits  deux  à deux. 

II.  Le  cube  d’un  polynôme  est  égal  h la  somme  des  cubes 
des  termes,  plus  trois  fois  la  somme  des  produits  de  l’un  des 
termes  par  le  carré  d’un  autre,  plus  six  fois  la  somme  des  pro- 
duits des  termes  trois  ù trois. 


I I I.  (a*  + b*  -f  c'  + (P)  (/>* + q'  + r* -f  s1)  = (ap  + bq -f  cr  + ds)' 

-f -{aq  — bp-\-  es — dr)'  ( ar — cp  -f -dq — bs)1 

-j-(br — cq  -j-rts  — dp)'. 

IV.  Si  l’on  pose 


a-f-ô-f-c-|-<f=A, 
a-f-6 — c — d— B, 

a — b-\-c — d—  C, 
a — b — e-f-rf  = D, 


et  que  ab(ai-\-bt)=cd{ct-\-d,), 
on  aura  AB  A’-)-  B’) = CD(C*  -f- D’;. 
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V.  Si  l’on  pose 

bc — p*  = A,  ac — q*  s=B,  a b — r*=C, 

qr—ap  — P,  pr—bq=Q,  pq  — er  = R , 

on  aura 

(flêc-f  2 pqr—ap*—  bq'—cr'f  — ABC  + 2PQR  — AP’—  BQ*—  CR*. 

VI.  Si  l’on  pose 

A = 3«ôc  — «*d  — 26’, 

B = 2ac*  — abd  — b*c, 

C = accl  — 2 b*d  -4-  bc' , 

D = ad*  — 3 bcd  -f-  2c* , 

on  aura 

(a*rf*  — 3 b'c*  -f-  4oe!  -}-  4d6s — 6 abcdf 
= A’D* — 3B*C*  -f  4AC5+ 4DB" — 6ABCD. 

Prouver,  en  outre , que  si  on  forme  des  nombres  A',  B',  C',  D', 
exprimés  en  A , B , C , D comme  ces  derniers  le  sont  eux-mêmes 
en  a , b , c , d , on  aura 

~ = ^ = y = ® = (a'cP—  36V  + 4flcs  + 4db3—  6 abcd)*. 

VII.  Si  l’on  pose 

A = bc'  cb'  -f-  au', 

B = ab'  ba'  cc' , 

C — ac'  -f-  ca'  -f-  bb\ 

on  a (a  -f-  b -j-  c)  (a’  b'  -J-  c ')  = A -j-  B -|-  C , 

(a*  — (—  é>*  — j—  c* — a b — ac  — bc)  («'*  -|-  b'~  -f-  c'* — a'  b' — a'c'  — b'c') 

= A*  + B*  -f  C*— AB  - AC  - BC , 

— 3«'6V)=A*-)-B34-C3 — 3ABC, 

VIII.  a,  b,  c ...  k,  l,  désignant  des  nombres  quelconques, 
on  a 

a6(<z-|-ô)-)-(fli-(-6)  c (a-(-6-}-c)  -j*(a-)-6-f-c)  d (œ— (—  6— (— c— f— </) 

(a  -j-  b —j—  c -J-  d -{-  . . . -J- k ) l (a  -)-  b -j-  c -j-  d -f-  k ~\~l) 

■==lk(l-\-k)-\-(l-\-  k)j(l-\-k-\-j)-\- . . ,(l-\-k-\-j..  .-f-6)a(/-)-A-f^..  .+6-)-  a). 
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IX.  2y*-f  35j-|-6^  est  égal  à la  somme  de  trois  carrés. 


27 


X.  Soient  x,  y , z,  u,  v,w  des  nombres  quelconques.  Si  on 
pose 

x — v y — s z — u u — v v — w , w — x 

m— — p=—, — iq  — — i — r— — | — ,s— — ; — , t= — ; — , 
x-\-y  r y -(-  1 z-\-  u u-\-v  v-\-iv  w-\-x 

prouver  que 

(l+«)(l+j»)(l  + ÿ)(l  + r)(l+*)(l  + fl 
= (1  — m)(l  — g)(l  — p)  (1  — r)(l  — *)(!  — t). 

XI.  (p»  + y«+ r»  + s*  -f  fi)  (p1'  -(-  q"  + r'*  + s'*  + 1') 

— {pp'  + qq'  + rr'  + ss'  + tf? 

est  une  somme  de  carrés. 

r 

XII.  Dans  le  développement  de(i  -f- ^ + 2a;* -|- 3^r* -j- . . . -f- nÆ'**)*, 

p 5 -4-  11  p 

le  coefficient  de  xr,  p étant  moindre  que  n , est  égal  à— ~ — 

XIII.  Vérifier  que 

x'ifz1  (xl—b')(y* — b)  (ss — b *)  . {x1 — cf)  (y* — c’)( 2* — c’) 

bXV—c')  1 c\c'—b s) 

c*— 6*. 


XIV.  Vérifier  que 

y'z'  , («*— i/)  . (c*— s*)(c*—  y*) _ 

bV  bXc'—b1)  "r  c'(e'—b') 


XV.  Vérifier  que 


x'z1  . (x* — b'){bl — 3*)y*  . ( x * — e*)(c* — z*)y* 
W + (y*—  6*)  h'ic'—b') + (c*— y*j  c*  (c>—  b') 

_ (a?— ô*)(y* — s') 
~{y'-b')(<?-v'ï 

XVI.  Vérifier  que 


1 _ 1 

p‘q‘~~(p+q)' 


f?+?î+^T??^+7!' 
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XVII.  Vérifier  que 

(I  1— X— ’). . .(1—  ar"-P; 

(1— a:)(l— x’)...(l— a^+') 

(1  — xm-')(  1 — ^m-ï)..  .(1  —**-»-•) 

(i — ^x1 — »*)... (1 — xr+') 

, M_p_,  (1— 

(1 — x;{l — jc*)...(1 — xr) 

XVIII.  Vérifier  la  formule 

\bx\y'—  a>)*+ 15y'(x'—  z')'  -f 1 5-’  (xi  — y’)’  -f  jr*  (2  x'—y'—z  *)* 
+y>(2y*— t’— x>— y,),=4(x,-fy,4-3’)8—  1 08,ry 

XIX.  Simplifier  l’expression 

J \x(x-\-  l)(x-\-2)-{-x(x — 1 )(aj  — 2)1  + — l)x(x-\-  !). 

XX.  Vérifier  que 

(a  — b)(a  — c)(x  -f-  o)~  (b — a)(b — c)’x-\-  b)  ' (c — a)(c  — b',(z  -f-  c) 

i 

~(x+aX,x+b)(T+c)' 

XXI.  Vérifier  que 

4j(a*-6*)ci^-(c•-^^,)aôl,+S(a,-ô,)(c,-f^,)-4aécrf!,=(a,+6t)’(6,+c,)^ 

XXII.  Réduire 

a;(.T+l)(a?-(-2)  #(a;-j-*X2#+l) 

3 6 

XXIII.  Vérifier  l’égalilé 

m[m — 1)...(>»  — n-f- 1) ( m — 2)(»i — 3). ..(»«—» — 1) 

1.2.3...»  1 .2.3...» 

I « (m — 2)(m — 3)...(m — n)  . (m — 2 )(m — 3)...(>« — n-f- 1 ) 

' 1 J.3...W— 1 1 1.2.3...»— 2 ' 
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XXIV.  Vérifier  l’égalité 

m.(tn — l)(m — 2 )...(>» — n+t) (»»— 3)(*n — 4)...(;/i — n — 2) 

1.2.3...»  1.2.3...» 

, „ (m— H)(m~ 4}...(wt — n—  1)  , Q (>a— 3)(m— 4)...(m— «) 

+ 1.2.3...»—  1 ' 1.2.3.. .»-2 

■ (m— 3)fm—  4)...(m— »+l) 

~T~  1.2.3...»— 3 

XXV.  Simplifier  l’expression 

1 — a» 

(1+a.c)1—  (a+x)1' 

XXVI.  Simplifier 

1 

( ce  ~4~  6 — 1~ (1  4-afc)x)i 
( 1 — | — aô  — {-  (a b)x  j 

(l-t-aftjjl+^+^+^l — («+6)  i(q+6)-Kl+a^i 

X jl 

XXVII.  Si  l’on  fait,  dans  le  polynôme, 
ax'  + lbxy  + ctf 

la  substitution 

x=a. x'-j-py', 

ÿ=aV-fpy, 

il  prendra  la  forme 

A^,4-2By,x'4-Cy',I 

et  l’on  aura 

B* — AC  =■(£*—  ac)  («?'— p*')’. 

XXVIII.  Si  l’on  fait,  dans  le  polynôme 

ax * 4-  4 bx’y  4-  Ccx’y*  4-  idxif  4-  ey* , 
la  substitution 

X = ax'-\-$!/', 

y=*'x'-\ -py, 

il  prendra  la  forme 

Ax'1 4-  4Bx'Y  4-  6Cx"y”4-  4Ux'y’J  4-  Ey'*, 
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AE — 4BD  -|-  3C‘ = («e — 4bd  -f  3e’)  («,6' — p*')». 

XXIX.  Vérilicr  les  égalités 

1 -}-a^  = (l  (l  -}-  x'  — x\'2)’, 

l-|-x6=(l  -j—  -J—  ae* -f- a? y/3) (,1  -j-  j?*  —xi/lï)- 

XXX.  Vérifier  la  proportion 

c c _ c c c c 

u -j-*  b « -)—  2 fi  «-)-2 b « -j—  36  (i b «*j~36 

XXXI.  Si  l’on  pose 

B = 6’+6c-f-c’,  C^i’c  + ôc*, 

on  aura 

4B5  — 27C’  = (6  — c)’  (26’  + 56c  + 2c’)’, 
et,  par  conséquent,  4BS — 27C*  est  toujours  positif. 
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Division  des  monomes. 

28.  Pour  diviser  deux  monomes  l’un  par  l’autre,  on  doit  , 
dans  le  plus  grand  nombre  des  cas,  se  borner  à écrire  le  di- 
vidende au-dessus  du  diviseur  en  les  séparant  par  une  barre 
horizontale. 

Exemple.  La  division  de  a?b  par  c’d  donne  pour  quotient 

aVj 

c*d’ 


et  il  est  absolument  impossible  de  simplilier  le  résultat  tant 
que  a,  b,c,d  restent  indéterminés. 

29.  Il  arrive  cependant  quelquefois  qu’après  avoir  indiqué 
l’opération  comme  nous  venons  de  le  faire,  on  trouve  des  fac- 
teurs communs  aux  deux  termes  de  la  fraction  obtenue,  et  l’on 
peut  alors  supprimer  ces  facteurs. 

Exemple.  Soit  40 al6c/W  à diviser  par  JW/yAV  ; le  quotient 

40  a»6c/W 
35/VA*ô* 

peut  se  simplifier;  il  suffit  de  supprimer,  en  effet,  les  facteurs 
5,  b , f*  et  A*  communs  aux  deux  termes,  et  il  reste 

8a*c/A* 

7</b  ’ 

Remarque.  Quand  une  fraction  à termes  monomes  a été  ré- 
duite autant  que  possible,  aucune  lettre  ne  doit  figurer  à la 
fois  dans  ses  deux  termes , car  alors  on  pourrait  la  supprimer 
autant  de  fois  qu’elle  se  trouve  dans  le  terme  où  elle  a le 
moindre  exposant. 
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On  voit  qu’une  lettre  a qui  entre  dans  le  dividende  avec 
l’exposant  m,  cl  dans  le  diviseur  avec  l’exposant  »,  entre  au 
quotient  avec  un  exposant  égal  à la  différence  des  deux  nom- 
bres m et  ».  Celle  règle  souffre  cependant  une  exception.  Si 
l’on  a rn  = n , la  lettre  a disparait  du  quotient.  On  conserve  à 
l’énoncé  toute  la  généralité  en  faisant  la  convention  que  «° 
représente  l'unité,  et  disant  alors,  dans  ce  cas,  que  « ligure 
dans  l’expression  avec  l’exposant  0,  différence  des  deux  nombres 
égaux  m et  ».  Nous  donnerons,  du  reste,  plus  loin  de  plus  grands 
détails  sur  cette  convention , qui  se  lie  à la  généralisation  des 
exposants,  dont  nous  aurons  il  nous  occuper  dans  un  chapitre 
suivant. 

Des  divisions  qui  peuvent  s’effectuer. 

30.  Dans  un  grand  nombre  de  cas , pour  indiquer  la  division 
de  deux  polynômes,  on  se  borne  à les  séparer  par  une  barre 
horizontale,  et  il  est  impossible  de  transformer  l’opération  en 
une  autre  plus  simple. 

Lorsque  cependant  le  dividende  et  le  diviseur  contiennent 
une  même  lettre,  on  peut,  quelquefois,  mettre  leur  quotient  sous 
la  forme  d’un  nouveau  polynôme.  Nous  supposerons  ici  que  les 
polynômes  soient  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes 
d’une  môme  lettre,  et  nous  chercherons,  s’il  est  possible,  à re- 
présenter leur  quotient  par  un  polynôme  ordonné  de  la  même 
manière  : c’est  ce  qu’on  appelle  effectuer  la  division. 

Le  procédé  de  division  repose  sur  les  théorèmes  suivants  : 

51.  Théorème  I.  Si  deux  polynômes  sont  ordonnés  suivant  les 
puissances  décroissantes  d'une  même  lettre , et  que  le  quotient  de 
leur  division  soit  égal  à un  polynôme  ordonné  de  la  même  manière, 
le  premier  terme  de  ce  quotient  est  le  quotient  de  la  division  du 
premier  terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur. 

Le  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  doit,  en  effet,  repro- 
duire le  dividende  ; or,  le  premier  terme  du  produit  de  deux  po- 
lynômes provient,  sans  réduction  (26),  du  produit  des  premiers 
termes  de  chacun  d’eux.  Le  premier  terme  du  dividende  est 
donc  le  produit  du  premier  terme  du  quotient  par  le  premier 
terme  du  diviseur,  et  le  premier  terme  du  quotient  résulte,  par 
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conséquent,  de  la  division  du  premier  ternie  du  dividende  par 
le  premier  terme  du  diviseur. 

On  peut  remarquer  (24)  que  le  premier  terme  du  quotient 
sera  positif  ou  négatif  suivant  que  le  premier  terme  du  divi- 
dende et  le  premier  terme  du  diviseur  auront  ou  n’auront  pas 
le  même  signe. 

32.  Théorème  II.  Si  l’on  multiplie  le  diviseur  par  le  premier 
terme  du  quotient,  que  l'on  retranche  le  produit  du  dividende,  on 
obtiendra  un  reste  qui,  divisé  par  le  diviseur,  donnera  pour  ré- 
sultat l’ensemble  des  autres  termes  du  quotient. 

Le  dividende  est  égal,  en  effet,  au  produit  du  diviseur  par  le 
quotient.  Si  donc  on  en  retranche  le  produit  du  diviseur  par  un 
des  termes  du  quotient,  le  reste  sera  le  produit  du  diviseur  par 
la  somme  des  autres  termes  du  quotient  : cette  somme  sera,  par 
suite,  le  quotient  de  la  division  du  reste  par  le  diviseur. 

33.  Les  deux  théorèmes  précédents  permettent  de  faire  une 
division  quelconque,  car  ils  donnent  Je  moyen  de  trouver  le 
premier  terme  du  quotient,  et  ramènent  la  recherche  de  tous  les 
autres  à une  division  nouvelle.  Les  mêmes  théorèmes  appliqués 
à cette  division  nouvelle  permettent  de  trouver  le  premier  terme 
du  nouveau  quotient,  c’est-à-dire  le  second  du  quotient  cher- 
ché, et  de  ramener  la  recherche  des  suivants  à une  troisième 
division,  et  ainsi  de  suite. 

54.  Remarque.  Les  raisonnements  qui  précèdent  supposent, 
essentiellement,  que  le  quotient  puisse  s’exprimer  par  un  poly- 
nôme. On  peut  voir,  du  reste,  que  le  procédé  auquel  ils  condui- 
sent apprendra,  dans  tous  les  cas,  si  réellement  il  en  est  ainsi. 
La  condition  nécessaire  et  suffisante  est  que  l’un  des  termes 
du  quotient,  multiplié  par  le  diviseur,  donne  un  produit  pré- 
cisément égal  au  dividende  partiel  qui  l’a  fourni.  l°  Cetle  con- 
dition est  nécessaire,  car  après  avoir  trouvé  tous  les  termes  du 
quotient,  et  retranché  successivement  du  dividende  le  pro- 
duit de  chacun  d’eux  par  le  diviseur,  on  doit  trouver  un  reste 
nul.  2°  Celte  condition  est  suffisante,  car  si  elle  est  remplie, 
le  dividende  est  égal  à la  somme  des  produits  du  diviseur  par 
les  termes  trouvés  au  quotient,  puisque,  en  en  retranchant  suc- 
cessivement ces  produits,  il  ne  reste  rien. 
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Dans  le  cas  où  les  opérations  ne  doivent  jamais  s’arrêter,  il 
est  important  d’examiner  comment  on  pourra  s’assurer  qu’il 
en  est  aiusi,  et,  à quel  moment,  on  peut  affirmer  qu’aucun 
polynôme  ne  peut  représenter  le  quotient.  Remarquons,  pour 
y parvenir,  que,  lorsqu’une  division  peut  s’effectuer,  le  divi- 
dende étant  le  produit  du  diviseur  par  le  quotient,  le  dernier 
terme  du  dividende  est  le  produit  du  dernier  terme  du  diviseur 
par  le  dernier  du  quotient.  De  là  résulte,  que  l’on  peut  déter- 
miner, immédiatement,  le  dernier  terme  du  quotient,  en  di- 
visant le  dernier  terme  du  dividende  par  le  dernier  du  divi- 
seur. Lors  donc  qu’en  formant  les  termes  successifs  du  quotient, 
on  en  trouvera  un  de  degré  moindre  que  le  terme  ainsi  cal- 
culé, on  pourra  affirmer  que  l’opération  ne  se  termine  pas. 

58.  Exemple.  Soità  diviser  xi+6xi-\-4xs—4x'-lrx—l  par 
x'-\-x — 1,  on  écrira,  comme  il  suit,  le  diviseur  à la  droite 
du  dividende,  en  les  séparant  par  une  barre  verticale 

xs-(-6x‘-l-4a^— Ax'+x — 1 I x*-j-x — 1 
5x*-j-5.rs — 4x,-f-x — 1 I x5-f-5x’-{-  1 
. x’-px — 1 

0 

Le  premier  terme  du  quotient  est  x",  quotient  de  la  division 
de  x1  par  X*. 

On  multiplie  le  diviseur  par  x?,  et  l’on  retranche  le  produit 
du  dividende,  en  soustrayant  chaque  terme  du  produit,  du 
terme  de  degré  égal,  dans  le  dividende,  au  fur  et  à mesure  que 
l’on  fait  la  multiplication.  On  trouve,  ainsi,  pour  reste,  un  pre- 
mier dividende  partiel 

5x‘  -f-  5x*  — 4x’  -j-  x — 1 . 

Le  second  terme  du  quotient  est  5x*,  quotient  de  la  division 
de  5x*  par  x*. 

Si  on  multiplie  5x*  par  le  diviseur,  et  que  l’on  retranche  le 
produit  du  dividende  partiel,  on  obtient  pour  reste  un  second 
dividende  partiel  x*  -(-  x — 1 . 

Le  troisième  terme  du  quotient  est  1,  quotient  de  la  division 
de  x*  par  x*.  Si  on  multiplie  le  diviseur  par  1,  et  que  l’on  re- 
tranche le  produit  du  dividende  partiel  précédent,  on  obtient 


Digitized  by  GoogI 


DIVISION  ALGÉBRIQUE. 


35 


pour  reste  Q.  La  division  se  fait  donc  exactement,  et  le  quotient 
est 

Exemple  II.  Diviser  -f-  5»*  -f-  2æ*  par  xi-\-x. 

xs-\-5xi-\-‘2x>  x*-\-x 

4a:*-(-2x’  xs-\-4xt 

Le  premier  terme  du  quotient  est  x *,  quotient  de  ta  division 
de  x*  par  x *.  On  multiplie  a;1  par  le  diviseur,  et  l’on  retranche 
le  produit  du  dividende  : le  reste  est 

4ar*  + 2xs. 

4#*,  divisé  par  x *,  donne  pour  quotient  4a-’,  qui  devrait  être 
le  second  terme  du  quotient.  Mais,  sans  aller  plus  loin,  on  voit  * 
que  l’opération  ne  réussira  pas,  car  le  dernier  terme  du  quo- 
tient (54)  devrait  être  le  quotient  de  la  division  de  Ix?  par  x , 
c’est-à-dire  la?,  et,  par  suite,  s'il  existe  un  quotient  exact,  le 
terme  4x’  ne  peut  en  faire  partie  *. 

56.  Remarque.  Les  règles  précédentes  ne  supposent  nulle- 
ment que  les  puissances  de  la  lettre  ordonnatrice  aient  des  coef- 
ficients nupiériques.  Ces  coefficients  peuvent  être  littéraux  et 
même  composés  de  plusieurs  termes,  sans  qu’il  y ait  rien  à 
changer  aux  règles  ou  aux  raisonnements. 

Exemple.  Diviser 

a:e-j-(a’ — 2 c,)xi — (a4 — c4)#1 — a' — 2a4c* — a’c4  par  x' — a1 — c*. 

xtJr{a}—1cl)xk—{a^ — c4)#1— ae—  2a4c1— a!c4  I ,rs — a' — c1 

(2a1— c1)#4— (a* — c* )x* — a8 — 2a4c* — a*c*  I a?l+(2a1— c^’+a'-l-aV. 
(a‘-J-a,e*)x* — a® — 2a4c* — aV4 

Le  premier  terme  du  quotient  est  le  quotient  de  la  division  de 
**  par  a?,  ou  On  multiplie  x*  par  le  diviseur,  et  l’on  re- 
tranche le  produit  du  dividende  : il  reste 

(2a1 — c1)#4  — (a* — c4)x’ — a* — 2a4c’  — aV4. 

Le  second  terme  du  quotient  est  (2a* — e1)^1,  quotient  de  la  divi- 

* Ici  se  termine  l’exposition  sommaire  de  la  théorie  de  la  division  demandée 
aux  élèves  de  logique  par  les  programmes  des  lycées. 
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sion  de  (2 a* — c*)x*  par  x*.  On  multiplie  le  diviseur  par  (2a‘— c'Jx*, 
et  l’on  retranche  le  produit  du  dividende  : il  reste 

(a*  -|-  aV)  x*  — a®  — 2 aV* — a V. 

Le  troisième  terme  du  quotient  est  a* +0*0*,  quotient  de  la 
division  de  («‘-f-aV’lx1  par  x*.  Le  produit  de  a*  + a V parle 
diviseur  étant  retranché  du  dernier  dividende  partiel  laisse 
pour  reste  0;  la  division  se  fait  donc  exactement  et  le  quo- 
tient est 

x*  -f-  i"2a’ — cr)  x1  -f-  a*  -(-  a'c*. 


Exemple  IL  Soit  à diviser 

(a‘  — fr)  x1-}-  («*6* — a'b1 — a'b — b' a)  ar*-|—  (a’6‘ — «‘é’-j-a1  x ' 


par  (a,-\-b,)xt  — aibx  -j-  a‘. 

Le  premier  ternie  du  quotient  est 


(a‘  — bk)  x* o* — b* 

(a*  4-  b')x*  a*  4“ 


x,=(a’  — b')  x*  ; 


en  continuant  l’opération,  on  verra  que  le  calcul  de  chaque 
terme  du  quotient  exige  la  division  de  deux  polynômes  algé- 
briques ordonnés  par  rapport  à a,  le  diviseur  étant  toujours 
o’  -(-  6’,  et  l’on  trouvera,  en  effectuant  les  calculs,  que  le  quo- 
tient est 

(a*  — £>*)x’  — ab*x  -f-  b'. 


Des  divisions  qui  ne  peuvent  se  faire  exactement. 

57.  Lorsque  deux  polynômes  n’ont  pas  pour  quotient  un 
troisième  polynôme,  on  dit  qu’ils  ne  sont  pas  divisibles  l’un  par 
l’autre.  On  peut  néanmoins,  dans  ce  cas,  donner,  en  général,  à 
l’expression  de  leur  rapport,  une  forme  plus  simple  que  celle 
qui  résulterait  de  la  seule  indication  de  l’opération.  Nous  allons 
démontrer,  en  effet,  le  théorème  suivant  : 

Si  deux  polynômes  entiers  A et  B contiennent  une  même  lettre  x, 

A 

on  peut  toujours  mettre  le  rapport  g sous  la  forme  d’un  poly- 
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R 


nome  Q entier  par  rapport  à x,  augmenté  d'une  fraction  g ayant 
\ 

même  dénominateur  que  g et  pour  numérateur  un  polynôme  R de 


degré  moindre  en  x que  B. 

Appliquons,  en  effet,  aux  deux  polynômes  A et  B,  la  mé- 
thode de  division  exposée  (33),  jusqu’à  ce  que  l’on  trouve  un 
reste  de  degré  moindre  que  B.  On  obtiendra,  au  quotient,  dif- 
férents termes  dont  aucun  ne  contiendra  x en  dénominateur, 
car  les  dividendes  partiels  qui  les  fournissent  sont  tous  de  degré 
supérieur  à B,  et  leur  premier  terme  contient,  par  suite,  x à 
un  degré  plus„élevé  que  le  premier  terme  de  B. 

Soit  Q l’ensemble  des  termes  obtenus  lorsque  l’on  parvient  à 
un  dividende  partiel,  R,  de  degré  moindre  que  B.  R est  ce  qui 
reste  du  dividende  A , lorsqu’on  en  retranche  successivement 
le  produit  de  B par  les  divers  termes  de  Q ; il  est  donc  égal 
à A — BQ,  et  l’on  a 


A=BQ+R, 


d'où  g = O+Bi 

A 

le  quotient  5 est  donc  mis  sous  la  forme  annoncée. 

£> 

On  peut  prouver,  de  plus , que  la  transformation  précédente 
ne  peut  se  faire  que  d’une  seule  manière.  Si , en  effet , l’on 
avait  à la  fois 


- — Q + - 
B_U  + B’ 


- =Q'+  — 
B U ' B ’ 


on  en  conclurait,  en  retranchant 


0 = (Q-Q')+(-5-g-^-) 
ou  (R  — R')=(Q'— Q)B; 

or,  cette  dernière  égalité  est  impossible , car  le  premier  membre 
contient  xà  an  degré  moindre  que  le  second,  puisque  R et  R' 
étant,  par  hypothèse,  de  degrés  moindres  que  B,  il  en  est  de 
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même  de  leur  différence,  et  le  produit  de  B,  par  le  polynôme 
(!'— Q,  entier  par  rapport  à x,  est  au  moins,  de  même  degré 
que  B. 

Remarque.  Si  A renfermait  x à un  degré  moindre  que  B,  le 
quotient  Q serait  égal  à zéro,  et  le  dividende  A serait  lui-même 
le  reste. 


Exemples.  On  trouve,  par  la  méthode  précédente, 


xs  — 2x*  -f-  x — 1 
x}  — 3 


= ar*  a?  -|- 


Ax— 1 
**  — 3’ 


2ic*4-3a*— 5x-f  7 _2  _ , 
7a?-\-x — 1 — 7X  + 


19  , 33  , _ 

-x'—yX-\-7 

7xa+x  — l ‘ 


Remarque.  Quand  on  applique  au  quotient  de  deux  poly- 
nômes A et  B la  transformation  précédente,  on  donne  au  poly- 
nôme entier  Q le  nom  de  quotient  entier,  et  au  numérateur  R 

D 

de  la  fraclion  g celui  de  reste  de  la  division. 


38.  Nous  avons  prouvé  que  les  deux  polynômes  A et  B 
étant  ordonnés  par  rapport  à une  même  lettre  x,  le  quotient 
entier  et  le  reste  ne  peuvent  avoir  qu’une  seule  forme  (57). 
Mais  si  l’on  change  la  lettre  ordonnatrice,  les  mêmes  polynômes 
peuvent  conduire  à un  nouveau  quotient  et  à un  nouveau 
reste.  Si  on  considère,  par  exemple,  la  fraction 

a*-f-  y* 

en  ordonnant  par  rapport  à x,  on  trouve  pour  quotient  x' — y*, 
et  pour  reste  2 y*.  Si  l’on  ordonnait  au  contraire  par  rapport 
à y,  on  trouverait  pour  quotient  y*—®*,  et  pour  reste  2x\  en 
sorte  que  l’on  a 


g*  + y* 
x*  + y* 


x1—  y* 


2y* 


zt+y 


i» 
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Division  des  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes 
d'une  lettre. 


39.  Il  arrive  dans  certains  cas,  qu’au  lieu  d’ordonner  les 
termes  d'un  polynôme  suivant  les  puissances  décroissantes  de 
la  lettre  ordonnatrice,  on  les  range  de  telle  sorte  que  l’expo- 
sant de  celte  lettre  aille  en  augmentant  depuis  le  premier 
terme  jusqu’au  dernier.  On  peut  faire  la  division  de  deux  poly- 
nômes ordonnés  de  cette  manière  et  trouver  les  divers  termes 
du  quotient;  en  commençant  par  ceux  dans  lesquels  la  lettre 
principale  a le  moindre  exposant.  La  théorie  est  absolument  la 
même  que  dans  le  mode  ordinaire  d’opérer,  seulement,  dans  le 
cas  où  la  division  exacte  n’est  pas  possible,  on  peut  la  continuer 
indéfiniment  sans  que  l’opération  se  trouve  jamais  arrêtée,  et 
l’on  obtient  des  restes  dont  le  degré  augmente  de  plus  en  plus 
au  lieu  de  diminuer,  comme  cela  avait  lieu  dans  le  cas  des 
polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  décroissantes. 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  manière  d’opérer,  repre- 
nons la  division  effectuée  au  paragraphe  (35),  en  ordonnant 
les  deux  polynômes,  suivant  les  puissances  croissantes  de  x, 

— 1 -\-x  — 4x * -f-  4.r*-j-6a^+  æ*  I — 1 -\-x-\-a? 

— hx*  -|-  ix*  -f-  6x‘  -f-  xs  I -)-  1 -)-  5x‘  -)-  x* 

— a?-)-  xk-\-xl 

nous  dirons  : le  dividende  étant  le  produit  du  diviseur  par  le 
quotient , le  terme  dont  le  degré  en  x,  y est  le  moins  élevé  * 
provient  sans  réduction  du  produit  des  deux  termes  analogues 
dans  le  diviseur  et  dans  le  quotient,  et,  par  conséquent,  le  pre- 
mier terme  du  quotient,  est  le  quotient  de  la  division  du  pre- 
mier terme  du  dividende  par  le  premier  terme  du  diviseur. 

On  démontrera  absolument  comme  on  l’a  fait  (32),  qu'en 
retranchant  du  dividende  le  produit  du  diviseur  par  le  pre- 
mier terme  du  quotient,  on  obtient  un  reste 

qui,  divisé  par  le  diviseur,  fournira  les  termes  qui  doivent 
compléter  le  quotient. 

Le  premier  de  ces  termes  est  égal,  pour  les  raisons  données 
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plus  haut,  au  quotient  de  la  division  de  — 5a^  par  — 1,  c’est- 
à-dire  qu’il  est  +5j?’. 

En  multipliant  -f-ita*  par  le  diviseur,  et  retranchant  le  ré- 
sultat du  premier  reste,  on  obtient  un  second  reste 

— a?s-)-£*-|-  x1, 

qui , divisé  par  le  diviseur,  fournira  les  termes  qui  doivent 
compléter  le  quotient. 

Le  premier  de  ces  termes  est  égal,  pour  les  raisons  données 
plus  haut,  au  quotient  de  la  division  de  — x?  par  — 1,  c’est-à- 
dire  qu’il  est  -f-Æ*,  en  le  multipliant  par  le  diviseur  et  retran- 
chant le  produit  du  reste  précédent,  on  trouve  une  différence 
nulle,  et  l’opération  est  par  conséquent  terminée. 

Dans  l’exemple  précédent,  l’opération  se  termine,  et  le  ré- 
sultat est  identique,  comme  cela  devait  être,  avec  celui  qu’a 
fourni  l’autre  manière  d’opérer;  mais  il  n’en  serait  pas  de 
même  si  nous  prenions  une  division  impossible  à effectuer 
exactement.  Reprenons,  par  exemple,  la  division  indi- 
quée (37) 

— 1-f-# — 2^;*+^  — 3 + æ* 

+®— é x'— x1  -f  ^ | 

— 3^—3^+^ 

1 OC 

les  deux  premiers  termes  obtenus  au  quotient  sont  - — - , et 

n’ont,  comme  on  voit,  aucun  rapport  avec  ceux  que  l’on  obte- 
nait en  ordonnant  les  polynômes,  suivant  les  puissances  dé- 
croissantes de  x : le  reste  est  du  second  degré  si  l’on  arrête  le 
quotient  à ces  deux  premiers  termes,  et  son  degré  augmentera 
de  plus  en  plus  à mesure  que  l’on  poussera  plus  loin  les  opé- 
rations. 


Différences  el  analogies  entre  la  division  arithmétique  et  la  division 
des  polynômes. 

40.  Les  polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  d’une 
lettre,  présentent,  avec  les  nombres  entiers,  des  analogies  qu’il 
est  bon  de  remarquer.  Un  nombre  entier  comme  783214 
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exprime  7X10*+  8X10*4-3  X 10s+2  XlO’+l  X10+4,  et 
on  peut  l’assimiler  au  polynôme 

7#*-f-  8#*  4*  3x*  -f-  la?  -\-  x + 4, 

dans  lequel  on  aurait  supposé  #=10.  Il  ne  faut  pas  croire,  ce- 
pendant, que  toute  question  d’arithmétique  relative  à des  nom- 
bres entiers,  soit,  purement  et  simplement,  un  cas  particulier 
d’une  question  d’algèbre  dans  laquelle  ces  nombres  seraient 
remplacés  par  les  polynômes  correspondants. 

Comparons,  par  exemple,  les  deux  questions  suivantes  : 

Diviser  783214  par  321. 

Diviser  7#*-f  8#‘-}-3#s-f-2#*-}-;r-|-4  par  . 

Les  conditions  des  deux  problèmes  ont  entre  elles  des  diffé- 
rences essentielles  qui  ne  permettent  pas  de  considérer  le  pre- 
mier comme  un  cas  particulier  du  second. 

1°  Le  quotient  de  la  division  arithmétique  doit  être  un  nom- 
bre entier,  tandis  que  le  quotient  de  la  division  algébrique  peut 
être  un  polynôme,  entier  par  rapport  à x , dont  les  coefficients 
soient  des  nombres  fractionnaires. 

2°  Les  chiffres  du  quotient  et  du  reste,  dans  la  division  arith- 
métique, doivent  être  moindres  que  10,  tandis  que  rien  ne  li- 
mite les  coefficients  des  diverses  puissances  de  x dans  la  divi- 
sion algébrique. 

3°  Dans  la  division  arithmétique,  le  reste  doit  être  moindre 
que  le  diviseur.  Dans  la  division  algébrique,  il  doit  être  de 
degré  moindre. 

4°  Enfin,  en  algèbre,  les  résultats  obtenus  conviennent  pour 
toutes  les  valeurs  de  x : il  n’y  a pas  de  condition  analogue  en 
arithmétique. 


Condition  pour  qu'un  polynôme  soit  divisible  par  un  binôme 
de  la  forme  *—  o. 

41.  Si  l’on  divise  par  x — a un  polynôme  ordonné  suivant 
les  puissances  de  x,  le  reste,  devant  être  (37)  de  degré  moindre 
que  le  diviseur,  ne  contiendra  pas  la  letlre  ordonnatrice  x.  On 
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peut,  d’après  cela,  le  calculer  sans  effectuer  la  division,  et  en 
déduire  la  condition  pour  que  celle-ci  réussisse. 

Soit  X le  polynôme  dividende,  Q le  quotient,  et  R le  reste; 
on  a identiquement, 

X = Q(*-a)  + R. 

Dans  cette  égalité,  qui  a lieu  quel  que  soit  x,  on  peut  sup- 
poser x — a\  cette  hypothèse  annulant  le  produit  Q (x — a),  on 
en  déduit 

X„  = R, 

en  désignant  par  X„  ce  que  devient  X quand  on  y remplace  x 
par  a.  Quant  à R,  comme  il  ne  contient  pas  x,  il  n’est  pas  changé 
par  cette  substitution,  et  la  valeur  cherchée  de  R est,  par  con- 
séquent, X„.  Ainsi  donc 

Le  reste  de  la  division  d’un  polynôme  par  x — a est  le  résultat 
de  la  substitution  de  a à x dans  ce  polynôme. 

Il  en  résulte  que  la  division  ne  réussira  que  si  cette  substi- 
tution donne  un  résultat  égal  à zéro. 

42.  Cette  dernière  proposition  est  d’une  grande  importance. 
Nous  nous  bornerons  ici  à en  déduire  quelques  conséquences. 

l»  xm  — am  est  divisible  par  x — a,  car  il  s’annule  évidem- 
ment pour  x—a. 

Si  l’on  effectue  la  division  on  trouvera  pour  quotient. 

[1]  — — = a;"-1 -1- ax**-1 -t- a’a;""4 4-  ... 

L 1 x — a 1 1 1 

et  l’on  peut  vérifier,  du  reste,  que  les  termes  du  second  membre 
forment  une  progression  géométrique  dont  la  somme  est 

xm  — am 
x — a 

2"  xm — a*  est  divisible  par  x-\-a  lorsque  m est  pair,  car 
x-\-a  équivaut  h x — ( — a);  or  xm — am  devient,  par  la  sub- 
stitution de  — a à x, 

( — a)"  — a”, 

c’est-à-dire  zéro,  puisque  m étant  pair,  ( — a)*=am. 
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Si  l’on  efTeclue  la  division,  on  trouvera 

[2]  - — — — = xm~l  — axm-*  4-  aV*-* — ...  — a*-1. 

Cette  formule  suppose  que  m soit  pair. 

3°  xm-\-am  est  divisible  par  x-\-a  quand  m est  impair,  car 
*-+-a  équivaut  à x — ( — a),  et,  en  substituant  — a à x,  dans  le 
dividende  xm-+-am,  celui-ci  devient,  ( — a)"-f-am,  c'est-à-dire  O, 
puisque  m étant  impair  ( — «)”*  est  égal  à — am.  On  trouve,  en 
faisant  la  division, 

[3]  —-^-^-  = xm~t — «#”-*-}-  aV~*  -}-...  -j-  a"-'  ; 

cette  formule  suppose  que  m soit  impair. 

Remarque.  Les  formules  [2]  et  [3]  ne  diffèrent  pas  réellement 
de  [1],  elles  s’en  déduisent  l’une  et  l’autre  en  y remplaçant  le 
nombre  arbitraire  a par  — a,  on  obtient  ainsi  la  première 
si  m est  pair,  et  la  seconde  si  m est  impair. 

RÉSUMÉ. 

28.  Division  des  monomes. — 29.  Il  arrive  le  plus  ordinairement  que  pour 
indiquer  la  division  de  deux  polynômes  on  se  borne  à les  séparer  par  une 
barre  horizontale,  sans  pouvoir  transformer  l'opération  en  une  autre  plus 
simple.  — 31 . Si  deux  polynômes  sont  ordonnés  par  rapport  à une  même 
lettre  et  que  le  quotient  de  leur  division  soit  égal  à un  polynôme  de 
même  forme , on  peut  en  trouver  immédiatement  le  premier  terme.  — 
32.  Si  on  multiplie  le  diviseur  par  le  premier  terme  du  quotient,  que  l’on 
retranche  le  produit  du  dividende,  on  obtiendra  un  reste  qui,  divisé  par 
le  diviseur,  donnera  pour  résultat  l'ensemble  des  autres  termes  du  quo- 
tient.— 33.  Les  deux  théorèmes  précédents  permettent  de  faire  une  divi- 
sion quelconque , en  admettant  toutefois  qu’il  existe  un  polynôme  pou- 
vant représenter  le  quotient.  — 34.  Le  procédé  de  division  apprend , 
dans  tous  les  cas , si  réellement  il  existe  un  quotient  entier  ; la  condition 
nécessaire  et  suffisante  est  que  l’un  des  termes  du  quotient  multiplié  par 
le  diviseur  donne  un  produit  égal  au  dividende  partiel  qui  l’a  fourni. — 
Symptôme  auquel  on  peut  reconnaître  que  l’opération  ne  s’arrêtera  pas. 
38.  Application  à quelques  exemples.  — 56.  Il  n’est  nullement  néces- 
saire que  les  coefficients  de  la  lettre  ordonnatrice  soient  numériques. 
— 37.  Ce  qu’on  entend  par  quotient  et  reste  dans  les  divisions  qui  ne 
peuvent  se  faire  exactement.  — Quand  on  a choisi  la  lettre  ordonna- 


Digitized  by  Google 


44  DIVISION  algébrique. 

trice,  il  n’y  a qu’un  seul  quotient  et  qu’un  seul  reste.  — 38.  Quand  on 
change  la  lettre  ordonnatrice,  les  mêmes  polynômes  peuvent  conduire 
à un  nouveau  quotient  et  à un  nouveau  reste.  — 39.  Division  des  poly- 
nômes ordonnés  suivant  les  puissances  constantes  d’une  lettre.  — 

40.  Différences  et  analogies  qui  existent  entre  la  division  algébrique  des 
polynômes  entiers  et  la  division  algébrique  des  nombres  entiers.  — 

41.  Conditions  pour  qu’un  polvnome  ordonné  par  rapport  à x soit  divi- 
sible par  un  binôme  x — a.  — 42.  Division  de  xm  — o"  et  de  xm-\-am 
par  * — a et  x-j-a,  dans  le  cas'où  elles  peuvent  s’effectuer. 

EXERCICES. 


I.  l+xn  + x**4-...  -fx’*— 

est  divisible  par  1 + x -f-  x1  4- ...  -f  a?-', 
les  nombres  entiers  p et  n étant  premiers  entre  eux. 

H.  x"yr  -f  y' " zT -f  z'xr — xTif —yrs"— zrx » 

est  divisible  par  le  produit 

(x  — y)(x— z)(y— s). 


III.  x^tfz'  yfz,xT  -}-  3px,yr — xfztyT — zry*xT — yrx*zr 

est  divisible  par  le  même  produit. 


IV.  (xm— 1 ) (x— 1 — 1)  (x*-1— 1) ...  (xm-+'  — 1 ) 

est  divisible  par  (x — l)(x* — l)...(x“  — 1). 

V.  Si  m est  impair,  (a-(-6-)-c)" — a" — bm — cm  est  divisible 
par  (o-fê)(o-f-c)  (ô-fc). 

VI.  Quelles  sont  les  conditions  pour  que  xm — am  soit  divi- 
sible par  x" — a”. 


VII.  Réduire 


x** 


1 


et  vérifier 


X"  — 1 x*-fl  x,-lTx*  + l’ 

que  la  somme  est  un  polynôme  entier  en  x. 

VIII.  Réduire 

(«’+è‘-0+  ^ (a’-j-c’ — 6’)  ; 

la  somme  ne  contient  pas  de  dénominateurs. 
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IX.  Simplifier 


n* — 3b+(b’ — IJv'b’ — 4 — 2 
ns—  3n-f  (b*—  1 ,Vn*=4+2  ‘ 


X.  Simplifier  l’expression 

1 ____ 

î — | 1 1 ? 

( a — b ) (a—c) (x-j-a)  ‘ (b—a) (b — c ) {x-\-b)~ {c— a) (c—  b)  [x-\-c) 


XI.  Si  dans  l’expression,  ax3  + 3bx'y  3cxy*  -f-  dtf , on 
* pose  x = a x'-j-py',  y — fx'-\-Zy‘,  elle  prendra  la  forme 
Ax11  -)-  3Bx'V -j- 3C x'y'1  + Dy'*,  calculer  l’expression 

A’D*—  SB^^AC’-HDB’— 6ABCD 

a'(P — 36,c,4-4«c,-j-4d63 — 6 abcd 

* 
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CHAPITRE  IV 


EQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRE  A UNE  INCONNUE. 


Définitions. 

45.  On  nomme  identité  l’expression  d’une  égalité  qui  a lieu 
entre  deux  quantités  numériques,  ou  entre  deux  formules 
indépendamment  de  toute  valeur  particulière  attribuée  aux 
lettres  qu’elles  renferment. 

Exemples.  5 = 5,  8 = 7-ft, 

(a-j-è)*=  a’  è1, 

a"X«"  = am+" , 

sont  des  identités. 

44.  On  distingue , plus  spécialement,  sous  le  nom  A' équation, 
l’expression  d’une  égalité  qui , n’ayant  lieu  que  pour  certaines 
valeurs  des  lettres  qu’elle  renferme , peut  servir  à la  détermi- 
nation de  ces  valeurs. 

Les  deux  quantités  dont  l'équation  exprime  l’égalité , se  nom- 
ment les  deux  membres  de  l’équation.  Les  lettres  dont  on 
cherche  à déterminer  la  valeur,  de  manière  à rendre  exactes 
une  ou  plusieurs  équations,  se  nomment  les  inconnues  de  ces 
équations.  Leur  détermination  constitue  la  résolution  de  l’équa- 
tion ou  des  équations  considérées.  La  résolution  des  équations 
est  la  partie  la  plus  importante,  et,  d’après  quelques  auteurs, 
le  but  véritable  de  l’algèbre. 

Principes  généraux  relatifs  aux  équations. 

* • 

45.  Théorème.  On  peut  ajouter  un  même  nombre  aux  deux 
membres  d’une  équation , sans  altérer  les  conditions  qu’elle  impose 
aux  inconnues.  11  est  évident , en  effet , que  les  équations 

A = B, 

A-f  m = B-f  m, 
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sont  parfaitement  équivalentes,  l’une  quelconque  des  deux 
entraîne  l’autre. 

Remarque  I.  m désigne  un  nombre  quelconque  positif  ou 
négatif;  nous  n’ajoutons  donc  rien  à la  généralité  de  l’énoncé 
précédent,  en  disant,  on  peut , sans  altérer  la  signification  d'une 
équation , ajouter  ou  retrancher  un  même  nombre , à ses  deux 
membres. 

Remarque  11.  Si  le  nombre  m est  égal  et  de  signe  contraire 
à l’un  des  termes  de  l’équation , il  le  détruira , et  ce  terme  dispa- 
raîtra du  membre  où  il  sc  trouvait  pour  reparaître  dans  l’autre 
avec  un  signe  différent. 

Exemple.  Soit  l’équation 

2+ar  = 5 — 3jt, 

en  ajoutant  — x aux  deux  membres,  on  obtient 
2 = 5 — 3x  — x , 

et  le  terme  x a passé,  comme  on  voit,  d’un  membre  dans 
l’autre , en  changeant  de  signe. 

46.  Théorème.  On  peut  multiplier  les  deux  membres  d’une 
équation  par  un  même  nombre  sans  altérer  les  conditions  quelle 
impose  aux  inconnues. 

A=B 
mk  = «2  B 

sont  parfaitement  équivalentes  : car  chacune  d’elle  entraîne 
l'autre. 

Remarque  I.  Le  principe  précédent  suppose  essentiellement 
que  m soit  différent  de  0.  Lors  donc  qu’on  aura  multiplié  les 
deux  membres  d’une  équation  par  un  nombre  indéterminé,  il 
faudra,  dans  les  raisonnements  qui  suivront,  éviter  les  hypo- 
thèses qui  rendraient  ce  nombre  égal  à 0. 

Remarque  II.  En  multipliant  les  deux  membres  d’une  équa- 
tion par  le  produit  des  dénominateurs  de  ses  différents  termes, 
on  fait  disparaître  tous  les  dénominateurs.  On  dit  alors  qu’on  a 
chassé  les  dénominateurs. 
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Exemple.  L’équation  • 

[1]  2 = - 4-  x — 1 

x ' 


3 


x -f- 1 


» 


devient,  si  on  multiplie  les  deux  membres  par  x(x -{-!), 


[2]  2x*  -|-  2x  = x -f- 1 x* — x-|-3x. 

On  doit  remarquer  cependant,  que  l'on  ne  pourrait  substi- 
tuer les  équations  [t]  et  [2]  l’une  à l’autre,  si  l’on  avait  x = 0 
ou  x = — 1 : car  ces  deux  hypothèses  anuulent  le  facteur 
x(x  -j- 1),  par  lequel  on  a multiplié  les  deux  membres  de  l’équa- 
tion [l]. 

Quelquefois  l’habitude  du  calcul  fait  apercevoir  un  fadeur 
plus  simple  que  le  produit  des  dénominateurs,  et  qui  peut  servir 
à les  faire  disparaître:  soit,  par  exemple,  l’équation 


x — a ' X-f-rt  x’  — a 1 

pour  faire  disparaître  les  dénominateurs , il  suffira  de  multi- 
plier les  deux  membres  par  x* — a*,  qui  est  égal  au  produit  de 
x — a par  x -|-  a et  l’on  aura 

x-fa-f  x — a — 1. 


Remarque  III.  Puisque  l’on  peut  multiplier  les  deux  mem- 
bres d’une  équation  par  un  nombre  quelconque,  on  peut  aussi 
les  diviser  par  un  nombre  quelconque  : car  la  division  par  m 

revient  à la  multiplication  par  Il  faut  seulement  que  le 

nombre  m,  par  lequel  on  divise,  ne  soit  jamais  supposé  nul. 
Lors  donc  qu’on  aura  divisé  les  deux  membres  d’une  équation 
par  un  même  nombre  m,  il  faudra  s’abstenir,  dans  la  suite  des 

raisonnements,  des  hypothèses  qui  rendraient  ce  nombre  égal 
à zéro. 


Exemple.  L’équation 

(x- 1)  (2x+ 1)  = (x- 1)  (3 -f  ]) 
peut  être  remplacée  par 

2x  + l=3  + i, 
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que  l’on  obtient  en  divisant  ses  deux  membres  par  x — 1 ; mais 
celte  substitution  n’est  légitime  que  si  x est  différent  de  I . La 
première  équation  est  en  effet  satisfaite  pour  x — 1 , et  la  seconde 
ne  l’est  pas. 

47.  Pour  que  l’on  puisse  substituer  deux  équations  l'une  à 
l’autre,  il  faut  que  chacune  entraîne  l’autre. 

Par  exemple , l’équation 

A*  = B* 

ne  peut  pas  être  remplacée  par 

A = B, 

quoiqu’elle  en  soit  une  conséquence  : car  les  deux  carrés  A*  et  B* 
pourraient  être  égaux,  sans  que  A et  B le  fussent.  Il  suffirait  (23) 
pour  cela , d’après  nos  conventions,  que  l’on  eût  A = — B. 


Équations  du  premier  degré. 

48.  Lorsque  les  inconnues  n’entrent  qu’à  la  première  puis- 
sance , ne  figurent  dans  aucun  dénominateur  ou  sous  aucun 
radical  et  ne  se  multiplient  pas  entre  elles , on  dit  que  l’équa- 
tion est  du  premier  degré. 

La  forme  la  plus  générale  d’une  équation  du  premier  degré 
à une  inconnue , est 

[t]  a -f-  bx  = a'  -f-  b'x  ; 

x désignant  l’inconnue,  et  a,  b,  a!,  b'  des  nombres  donnés.  En 
effet,  l’équation  proposée,  si  elle  est  du  premier  degré  par  rap- 
port à x,  ne  contient,  dans  chaque  membre,  que  des  termes 
connus  que  l’on  peut  réunir  en  un  seul , et  des  termes  du  pre- 
mier degré  en  x,  dont  la  somme  est  évidemment  de  la  forme  bx, 
b'x.  Si  l’on  voulait,  par  exemple,  que  l’équation  [1]  représenlâl, 

5 — 3x  = Ax  — 2 , 

il  suffirait  d’y  supposer  a = 5,  b — — 3,  a'  = — 2,  b'  = 4. 

4* 
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Résolution  de  l’équation  du  premier  degré  a une  inoonnue. 

49.  Reprenons  l’équation  générale 
a-\-bx  = a! 

Elle  devient , en  faisant  passer  (42)  le  terme  a dans  le  second 
membre , et  b'x  dan9  le  premier, 

bx — b'x  = a'  — a, 

ou  (6 — b')x=a' — a, 


ce  qui  équivaut , évidemment , à 


Celte  formule  représente  un  nombre,  positif  ou  négatif,  qui, 
substitué  dans  l’équation  [t]  et  traité  d’après  les  règles  conve- 
nues , rendra  le  premier  membre  égal  au  second. 

Exemple.  Soit  l’équation 

5 + 7x  = 2x+9, 
la  formule  précédente  donne 


Soit  encore 
on  trouvera 


x 


9 — 5 
7—2 


4 

5’ 


4 + 3x  = 7 + 6x, 


4 

On  vérifie  en  effet  que  les  valeurs  x = ^et  x— — 1 satisfont 
aux  équations  proposées. 

Équations  qui  se  ramènent  au  premier  degré. 

50.  Une  équation  qui  n’est  pas  du  premier  degré,  peut,  dans 
certains  cas,  le  devenir  par  quelques  transformations.  Nous  en 
donnerons  des  exemples. 
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l°  Soit  l’équation  * y^4  + x = 4 — \/x , 
si  nous  élevons  les  deux  membres  au  carré , il  vient 
4 + x = 16 — 9>\Jx-\-x, 

ou,  en  faisant  passer  des  termes  d’un  membre  dans  l’autre,  et 
supprimant  ceux  qui  se  détruisent , 

8\/x  = l2 , 

et  en  élevant  au  carré  les  deux  membres , 

64x  = l44 

144  9 

X~  64  ~ 4’ 

Remarque.  Le  calcul  précédent  prouve  seulement  que  la  seule 
valeur  de  x qui  puisse  satisfaire  à l’équation  proposée  est 

9 

x — ^ ; mais  pour  être  certain  que  cette  valeur  satisfait  effec- 
tivement , il  faut  le  vérifier  par  une  substitution  directe.  Re- 
marquons , en  effet , que  l’équation 

— 8 >Jx-\-x 

est  bien  une  conséquence  de  la  proposée  et  doit  être  satisfaite 
par  les  mêmes  valeurs  de  x ; mais  elle  pourrait  l’être  sans  que 
la  première  le  fût , si  l’on  avait 

yjA-\-x— — (4  — \J~x)  , 

car  deux  nombres  égaux  et  de  signes  contraires  ont  même  carré. 

9 

En  substituant  à x sa  valeur  7,  ona 

4 


* Dans  celle  équation,  \fk+x  et  \Jx,  désignent  des  nombres  positifs-,  nous 
laissons  de  côté,  pour  le  momenl,  la  double  valeur  qu’on  peut  leur  attribuer. 
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or,  on  a évidemment 


La  vérification  réussit  donc,  mais  elle  était  indispensable. 

2°  Soit  encore 

_2_+_i_=2  b. 

l-\-2x~  1 — 2x 

Multiplions  les  deux  membres  par  le  produit  (l-f  2æ  (1 — 2x) 
ou  1 — ix'  : il  vient 


a{  I — 2æ)-|-a(l -|-2;r)  = 26(l — •Lr*), 

ou , en  effectuant  les  multiplications  et  supprimant  les  termes 
qui  se  détruisent 

2a=2ô — 8 bx* , 

équation  qui  est  du  premier  degré  si  l’on  considère  x'  comme 
une  inconnue  ; elle  donne 

, 2 b — la  b — a 

“*=— s-  = TT- 


Solution  de  quelques  problèmes. 


Di.  Nous  donnerons,  dès  à présent,  quelques  exemples  de 
l’utilité  des  équations  dans  la  solution  des  problèmes. 


Problème  1.  Trouver  l’escompte  d’un  billet  de  1500'  payable 
dans  cinq  mois,  le  taux  de  l’intérêt  étant  4 pour  100. 

Désignons  par  x l’escompte , c’est-à-dire  la  retenue  qu’on 
doit  faire  suhir  au  billet.  On  remettra  au  porteur  1500  — x, 
et  il  faut  que  cette  somme , si  on  la  place  pendant  cinq 
mois , produise  un  intérêt  égal  à x ; or  l’intérêt  de  100'  en  un 

5 5 

an  étant  4',  sera,  en  cinq  mois,  4Xjj  ou  ^ de  francs.  L’in- 


5 

lérèt  de  lf  pendant  le  même  temps , est  donc  — , et  celui  de 

Oui) 

1500 — x est, 


500 


(1500— x), 
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On  remettra  au  porteur  du  billet  1475  fr.  41. 

Problème  II.  On  a deux  lingots  d'argent  ; aux  titres  de  0,775 
et  0,940  ; quel  poids  doit-on  prendre  de  chacun  d’eux  pour  former 
25s'  d’alliage  au  titre  de  0,900? 

Soit  x le  nombre  de  grammes  que  l’on  doit  prendre  dans 
le  premier  lingot  et  par  conséquent  25  — x ce  que  l’on  doit 
prendre  dans  le  second. 

Le  poids  de  l’argent  contenu  dans  x grammes  du  premier 
lingot  est  a- X 0,775. 

La  quantité  d’argent  contenue  dans  25  — x grammes  du  se- 
cond lingot  est  (25 — x)  x 0,940. 

La  quantité  totale  d’argent  contenue  dans  l’alliage  est  donc 

x X 0,775  -f  (25  — x)  0,940. 

Puisque  le  titre  de  l’alliage  est  0,900,  la  quantité  totale 
d’argent  qu’il  contient  dans  25sr  doit  être  égale  à 25X0,900, 
et  l’on  doit  avoir,  par  suite, 

x X 0,775  + (25 — x)  0,940  = 25  X 0,900, 

équation  du  premier  degré,  dont  on  déduira  a = 6fr,0606  .. 

Donc  on  doit  prendre  : 


du  premier  lingot 6*r,0606 , 

du  second  lingot 18^,9394. 


Problème  111.  Paris  et  Rouen  sont  distants  de  137  kilomètres. 
Le  charbon  coûte  à Paris  4 /r.  25  les  cent  kilogrammes , et  à Rouen 
4 fr.  75,  les  frais  de  transport  étant , pur  tonne  et  par  kilomètre , 
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de  0f,09,  quel  est  le  point  du  chemin  pour  lequel  il  y a avantage 
égal  à faire  venir  le  charbon  de  l'une  ou  l’autre  ville ? 

Soit  x la  distance  du  point  cherché  à Paris,  et,  par  consé- 
quent, 137 — x la  distance  à Rouen. 

Une  tonne  de  charbon  achetée  à Paris  coûte  42fr,50. 

Les  frais  de  transport  à la  distance  x,  sont  a;  x 0,09. 

Le  prix  de  revient  d'une  tonne  achetée  à Paris  est  donc 

42,50  + x X 0,09. 

Une  tonne  achetée  à Rouen  et  transportée  à la  distance 
137  — x coûtera  de  même 

47,50  + (137  — x)  0,09 

on  aura  donc  l’équation 

42,50  +x  X 0,09  = 47,50+  (137— x)0,09, 

d’où  l’on  tirera  #=96k,2777... 

donc,  distance  de  Paris. . . . 96k,278 , 

distance  de  Rouen 40k,722 , 

prix  de  la  tonne 51f,16°£. 


Remarque  sur  la  mise  en  équation  des  problèmes. 

82.  Mettre  un  problème  en  équation,  c’est  exprimer,  par  une 
ou  plusieurs  équations,  les  conditions  imposées  par  son  énoncé 
aux  quantités  inconnues.  Il  est  impossible  de  donner,  pour  y 
arriver,  une  règle  complètement  générale.  Nous  nous  borne- 
rons à l’indication  suivante. 

En  examinant,  avec  soin,  l’énoncé  d’un  problème,  on  verra 
presque  toujours  qu’il  s’agit  pour  le  résoudre  de  rendre  cer- 
taines quantités  égales  entre  elles.  Après  avoir  reconnu  quelles 
sont  ces  quantités,  on  cherchera  les  formules  qui  en  expriment 
les  valeurs,  et  en  égalant  ces  formules,  on  obtiendra  les  équa- 
tions demandées.  Reprenons,  par  exemple,  les  trois  problèmes 
traités  plus  haut. 

Problème  I.  Trouver  l’escompte  de  1500  fr.  payables  dans 
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cinq  mois,  c’est  trouver  une  somme  qui,  placée  pendant  cinq 
mois  et  ajoutée  à ses  intérêts  pendant  ce  temps,  devienne 
égale  à 1500  fr. 

Problème  II.  Allier  de  l’argent  à 0,775  avec  de  l’argent  à 
0,940  de  manière  à former  25  grammes  d’alliage  à 0,900,  c’est 
faire  en  sorte  que  la  quantité  totale  d’argent  contenue  dans 
les  25  grammes  d’alliage  soit  égale  à 0,900x25. 

Problème  III.  11  faut  faire  en  sorte  que  le  prix  d’une  tonne 
de  charbon  transportée  de  Paris  au  point  cherché  soit  égal  au 
prix  d’une  tonne  transportée  de  Rouen  au  même  point. 

Remarque.  Dans  presque  tous  les  problèmes  relatifs  à des  nom- 
bres, la  mise  en  équation  n’est,  pour  ainsi  dire,  que  la  tra- 
duction, dans  la  langue  algébrique,  de  l’énoncé  proposé  en 
langage  ordinaire.  11  peut  arriver  que  l’énoncé  ne  paraisse  pas 
pouvoir  immédiatement  se  traduire  en  formule,  mais  en  s’atta- 
chant au  sens  plutôt  qu’aux  paroles,  on  ne  trouvera  presque 
jamais  de  difficulté.  Le  lecteur  pourra  s’exercer  sur  les  pro- 
blèmes indiqués  plus  loin. 

RÉSUMÉ. 

43.  Ce  que  l’on  nomme  identité.  — 44.  Définition  du  mot  équation  ; mem- 
bres d’une  équation;  inconnue  ou  inconnues  dans  une  ou  plusieurs 
équations  ; ce  que  c’est  que  résoudre  une  ou  plusieurs  équations.  — 
45.  On  peut  ajouter  un  même  nombre,  positif  ou  négatif,  aux  deux  termes 
d'une  équation  sans  altérer  les  conditions  qu’elle  impose  aux  inconnues. 
On  ne  dit  rien  de  plus  en  disant  que  l'on  peut  retrancher  un  même 
nombre  des  deux  termes  d’une  équation.  Ce  que  c’est  que  faire  passer 
un  terme  d’un  membre  dans  l’autre.  — 46.  On  peut  multiplier  les  deux 
termes  d’une  équation  par  un  même  nombre  sans  altérer  les  conditions 
qu’elle  impose  aux  inconnues.  Il  est  essentiel  que  ce  nombre  ne  soit 
pas  nul.  On  peut  d’après  cela  chasser  les  dénominateurs  d’une  équation. 
On  peut  diviser  les  deux  membres  d’une  équation  par  un  nombre  m ; 

cela  revient  à les  multiplier  par  ->  il  est  essentiel  que  m ne  soit  pas  nul. 

— 47.  Pour  que  les  deux  équations  puissent  être  substituées  l’une  à 
l’autre  il  faut  que  chacune  d'elles  entraîne  l’autre  ; par  exemple,  on  ne 
peut  pas  remplacer  A = B par  A*=B*,  qui  en  est  une  conséquence , 
parce  que  l’on  pourrait  avoir  A“=B*  sans  que  A fût  égal  à B.  — 48. 
Définition  de  l’équation  du  premier  degré.  — 49.  Résolution  de  l’équa- 
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tiou  du  premier  dogré  à une  inconnue.  — 60.  Exemplesd'équalionsqui 
n’étant  pas  du  premier  degré  arrivent  à l’ètro  par  quelques  transfor- 
mations, soit  en  élevant  les  deux  membres  au  carré , soit  en  changeant 
d’inconnue,  il  faut  remarquer  que  lorsqu’on  a élevé  les  deux  membres 
au  carré  le  résultat  a besoin  d'ètre  vérifié.  — S I . Solution  de  quelques 
problèmes. — 62.  Remarque  sur  la  mise  en  équation  des  problèmes. 

EXERCICES. 

I.  Deux  vases  de  capacités  v et  v'  contiennent  chacun  un 
mélange  d’eau  et  de  vin,  dans  le  rapport  de  m à n pour  le  pre- 
mier, de  m' à n1  pour  le  second.  Quelle  capacité  doit-on  donner 
à deux  autres  vases  égaux  entre  eux  pour  que,  les  remplissant 
à la  fois,  l’un  dans  v,  l’autre  dans  v\  et  versant  dans  chacun 
d’eux  ce  qui  a été  pris  dans  l’autre,  la  proportion  de  l’eau  au 
vin  devienne  la  même  dans  les  deux  vases?  Montrer  à priori 
que  le  résultat  doit  être  indépendant  de  m,  n,  m ' et  »\ 

II.  En  adoptant  les  règles  indiquées  chapitre  i,  exercice  vu, 
pour  la  fixation  du  prix  des  eaux-de-vie,  trouver  combien  on 
doit  mélanger  d’eau-de-vie  à af  le  litre  avec  de  l’eau-de-vie 
à b'  pour  former  1 litre  d’eau-de-vic  à cr. 

III.  Les  aiguilles  des  heures,  des  minutes  et  des  secondes 
sont  sur  le  chiffre  12  du  cadran  : après  combien  de  temps  l’ai- 
guille des  secondes  divisera-t-elle  en  deux  parties  égales  l’angle 
formé  par  les  deux  autres? 

IV.  Trois  mobiles  parcourent  une  même  ligne  droite,  d’un 
mouvement  uniforme,  avec  des  vitesses  v,  v'  et  v" ; ils  sont 
actuellement  à des  distances  a,  a',  a"  d’un  point  O de  cette 
droite  dont  ils  s’éloignent  tous  les  trois;  après  combien  de 
temps  le  premier  sera-t-il  aux  trois  cinquièmes  de  la  distance 
qui  sépare  les  deux  autres? 

V.  Deux  personnes  A et  B ont  fait  un  pari  de  12f  ; si  A gagne, 
il  sera  trois  fois  aussi  riche  que  B;  s’il  perd,  il  ne  sera  que 
deux  fois  aussi  riche.  Quelles  sont  leurs  fortunes  actuelles  ? 

VI.  Un  rectangle  dont  la  largeur  est  égale  à deux  fois  la  hau- 
teur est  tel  que  si  chaque  côté  est  augmenté  d’un  mètre,  sa  sur- 
face est  augmentée  de  neuf  mètres  carrés.  Quels  sont  ses  côtés? 
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Vil.  Trouver  trois  termes  d’une  progression  par  quotient  qui 
surpassent  également  les  nombres  3,  5 et  8. 

VIII.  Un  parallélipipède  rectangle  étant  donné,  déterminer  le 
côté  d’un  cube  tel  que  les  surfaces  des  deux  solides  soient  dans 
le  même  rapport  que  leurs  volumes. 

IX.  Trouver  une  proportion  dont  les  quatre  termes  surpas- 
sent également  quatre  nombres  donnés  a,  b,  c,  d. 


X.  Résoudre  /l-J-y/a;* — x*=x — 1. 

XI.  Résoudre  \Ja-\-x — \/îqb=,'2',+*' 


XII.  Résoudre  '(«+*+<(<— » g 
eY«-|-a: — y 'a  — x v 


• a. n 3 rr  3 

XIII.  Résoudre  ya-j-y/a;-}- ya — ^x=yb. 

A 

XIV.  Résoudre  x-\-\Jx  — 


^2  + x 


XV.  Résoudre 


XVI.  Résoudre 


XVII.  Résoudre  x='Jx'->/a,-\-xt—a. 
XVIII.  Résoudre 

5a' 


2a: -f- 2 y/a*-f  a-*=  - _. 

y/»’  -j-  X* 


XIX.  Résoudre  2î±î  + ÜLtî  = 

a x c 

XX.  n pierres  sont  rangées  en  ligne  droite  à dix  mètres  de 


Digitized  by  Google 


58  ÉQUATIONS  DU  PREMIBR  DEGRÉ  A UNE  INCONNUE. 

distance  les  unes.des  autres,  déterminer  sur  cette  droite,  la  po- 
sition d’un  point  X,  tel  qu’il  y ait  deux  fois  plus  de  chemin  à 
faire  pour  transporter  successivement  chaque  pierre  au  point  X 
que  pour  les  transporter  à la  place  occupée  par  la  première 
d’entre  elles.  On  supposera,  dans  les  deux  cas,  que  l’on  parte 
de  cette  première  pierre. 

XXI.  11  faut  un  nombre  d’hommes  égal  à a ou  un  nombre 
de  femmes  égal  à b pour  faire  en  n jours  un  ouvrage  représenté 
par  m ; combien  faut-il  adjoindre  de  femmes  à a — p hommes 
pour  faire,  en  n — p jours,  un  ouvrage  représenté  par  m -(-/)? 

XXII.  Deux  horloges  sonnent  l’heure  en  même  temps  et  l’on 
entend  en  tout  dix-neuf  coups.  Déduire  de  là  l’heure  qu’elles 
marquaient,  sachant  que  l’une  retarde  sur  l’autre  de  deux  se- 
condes, et  que  les  coups  de  la  première  se  succèdent  à trois 
secondes  et  ceux  de  l’autre  à quatre  secondes  d’intervalle;  on 
admet  enfin  que  l’oreille  ne  perçoit  qu’un  seul  son  lorsque  les 
deux  horloges  sonnent  dans  la  même  seconde. 
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CHAPITRE  V. 


RÉSOLUTION  D’UN  NOMBRE  QUELCONQUE  D’ÉQUATIONS 
DU  PREMIER  DEGRÉ  ENTRE  UN  NOMBRE  ÉGAL  D’IN- 
CONNUES. 


83.  On  peut,  en  général,  déterminer  la  valeur  d’un  nombre 
quelconque  d’inconnues,  lorsque  l’on  connaît  entre  elles  un 
nombre  égal  d'équations  du  premier  degré.  C’est  ce  que  nous 
allons  montrer  dans  ce  chapitre.  Mais  nous  établirons  préalable- 
ment quelques  propositions  relatives  aux  systèmes  d’équations. 

On  entend  par  système  d’équations,  l’ensemble  de  plusieurs 
équations  qui  doivent  être  satisfaites  à la  fois.  Si  chaque  équa- 
tion ne  contenait  qu’une  seule  inconnue,  on  les  résoudrait 
séparément  et  il  y aurait  autant  de  problèmes  distincts  que 
d’équations  à résoudre.  Mais  lorsque  les  inconnues  entrent  à la 
fois  dans  plusieurs  équations,  la  question  devient  plus  difficile. 

84.  On  dit  que  deux  systèmes  d’équations  sont  équivalents, 
lorsque  les  valeurs  des  inconnues  qui  satisfont  à l’un  et  à l’autre 
sont  absolument  les  mêmes  ; ou,  en  d’autres  termes,  lorsque  les 
équations  de  chacun  des  systèmes  entraînent  celles  de  l’autre. 

Lorsque  deux  systèmes  sont  équivalents,  on  peut  les  substituer 
l’un  à l’autre. 

88.  Théorème  1.  Étant  donné  un  système  d'équations , on  peut 
substituer  à l’une  quelconque  d'entre  elles  l’équation  obtenue  en 
ajoutant  les  équations  proposées  membre  à membre. 

Ainsi,  le  système  d’équations  , 

A=A' 

B=B' 

C = C' 

est  équivalent  à A -{-  B + C = A'  B'  -|-  C' 

B = B' 

C = C'. 


Digitized  by  Google 


60  RÉSOLUTION  D’ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  le  premier  système  entraîne  le  se- 
cond. Réciproquement,  le  second  entraîne  le  premier,  car  si  B 
et  C sont  respectivement  égaux  à B'  et  C',  B -f  C sera  égal  à 
B'-f  C’,  et  B + C augmenté  de  A ne  pourra  être  égal  à B'  + C' 
augmenté  de  A',  que  si  A est  égal  à A'. 

La  démonstration  est  indépendante  du  nombre  des  équations. 
Il  va  sans  dire  que  l’on  peut  appliquer  le  résultat  précédent  à 
une  partie  seulement  des  équations  qui  composent  un  système, 
et  qu’on  a le  droit , avant  d’ajouter  les  équations  membre  à 
membre , de  les  multiplier  par  des  nombres  quelconques , ce 
qui  (43)  n’altère  pas  les  conditions  qu’elles  imposent  aux  in- 
connues. 

36.  Théorème  II.  Lorsque  l’une  des  équations  d’un  système  est 
résolue  par  rapport  à une  inconnue , on  peut  remplacer  cette  in- 
connue par  sa  valeur  dans  les  autres  équations  et  ramener  ainsi  le 
système  proposé  à un  autre , ayant  une  inconnue  et  une  équation 
de  moins. 

Ainsi  le  système, 

x — A 
B = IV 
C = C' 

D = D' 

où  B,  B',  C,  C',  D,  D'  renferment  d’une  manière  quelconque 
les  quantités  inconnues,  et  A peut  renfermer  toutes  les  in- 
connues excepté  x , est  équivalent  à un  autre , composé  de 
l’équation  x = A , et  de  trois  autres  obtenues  en  rempla- 
çant x par  la  valeur  A , dans  B=B',  C = C',  D=D'. 

L’équation  x=A  faisant,  en  effet , partie  des  deux  systèmes , 
quel  que  soit  celui  des  deux  qui  soit  satisfait,  on  pourra  rempla- 
cer, dans  les  équations  restantes,  x par  A ou  A par  x et  passer 
par  là  du  premier  système  au  second  ou  revenir  du  second  au 
premier,  en  sorte  que  chacun  des  deux  systèmes  entraîne  l’autre 
et  qu’ils  sont  équivalents. 

Remarque.  Lorsque,  dans  les  équations  B=B',  C=C',  D— D', 
on  substitue  à a:  sa  valeur  A , cette  inconnue  disparaît  des  équa- 
tions. On  dit  alors  qu’elle  est  éliminée;  en  général,  éliminer  une 
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quantité  entre  deux  ou  plusieurs  équations , c’est  combiner  ces 
équations  de  telle  manière  que  la  quantité  considérée  dispa- 
raisse du  résultat. 


Résolution  de  deux  équations  du  premier  degré  à deux  inconnues. 


57.  Si  x et  y désignent  les  deux  inconnues,  les  équations  ne 
doivent  contenir  que  trois  sortes  de  termes  : 

Des  termes  du  premier  degré  en  x , 

Des  termes  du  premier  degré  en  y , 

Des  termes  tout  connus. 

On  peut  faire  passer,  dans  le  premier  membre,  tous  les  termes 
en  x et  y et  réunir,  par  l’addition  des  coefficients,  ceux  qui  con- 
tiennent la  même  inconnue.  Si  l’on  fait  de  même  passer  dans 
le  second  membre  tous  les  termes  connus  et  qu’on  les  réunisse 
en  un  seul,  cps  équations  prendront  ainsi  la  forme 


[1]  ax-\-by  = c 

[2]  a'x  + b'x  = c' 

a,  b,  a',  b',  c,  c',  désignant  des  nombres  connus.  On  peut  rem- 
placer l’équation  [l]  par 


et  le  système  devient 

[31 


X: 


-by 


[2]  a'? \+b’t=c' 

mais,  sous  cette  forme,  on  voit  (53)  qu’il  équivaut  au  suivant  : 


[4]  a'(*—^L)  + Vy=c'. 

La  seconde  de  ces  deux  équations  ne  renferme  qu’une  incon- 
nue y , par  rapport  à laquelle  on  peut  la  résoudre,  et  y une  fois 
déterminé,  la  première  fera  connaître  la  valeur  de  x. 
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Si  l’on  multiplie  les  deux  membres  de  l’équation  [4]  par  a , 
elle  devient 

a'(c  — by)  -\-ab'y  = c’a, 
ou  ( ab ' — a'b)y—c'a — a'c, 


ou  encore 

15] 


c'a  — a'c 
y ab' — a' b’ 


Par  la  substitution  de  cette  valeur  de  y , l’équation  [3]  de- 
vient 


x— 


.c'a  — a'c 
c-bW=iïb 
a 


cab' — ca'b — bc'a  -f-  ba'c 
a(ab' — a' b) 


ou 

[6] 


cab' — bc'a cb'  — c'b 

a{ab'—a'b)~ab'—a’b' 


Les  formules  [5]  et  [6]  faisant  connailrc  les  valeurs  de  x et 
de  y,  les  équations  proposées  sont  résolues. 


88.  Remarque  I.  Les  équations 


a.v- 1-  by  —c 
a’x  -\-b'y=c’ 

ont  pour  solutions 

cb'  — c'b 

X ab' — bd* 

c'a — a'c 

• . y ab' — ba!' 

On  retiendra  facilement  ces  formules  à l’aide  des  remarques 
suivantes  : 

Les  valeurs  des  deux  inconnues  ont  pour  dénominateur  com- 
mun ab' — ba'. 

Pour  former  le  numérateur  de  la  valeur  de  chaque  inconnue, 
il  faut  remplacer,  dans  l’expression  ab' — ba',  les  coefficients, 
qui  dans  les  équations  multiplient  cette  inconnue,  par  le  terme 
tout  connu  de  l’équation  correspondante  (a  et  a'  par  c et  c'  pour 
la  valeur  de  x , b et  b'  par  c et  c'  pour  celle  de  y). 

Remarque  II.  Les  formules  précédentes  fournissent , en  gé- 
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néral , pour  chaque  inconnue  une  valeur  unique  et  déterminée. 
Dans  des  cas  particuliers  qui  seront  indiqués  plus  tard , ces 
formules  peuvent  devenir  illusoires.  Les  solutions  cessent  alors 
d’exister  ou  deviennent  indéterminées. 


Résolution  iVun  nombre  quelconque  d’équations  du  premier  degré. 

89.  Pour  résoudre  un  nombre  quelconque  d’équations  du  pre- 
mier degré,  entre  un  nombre  égal  d’inconnues,  on  peut  déduire 
de  l’une  d’elles  la  valeur  d’une  inconnue  et  la  substituer  (85) 
dans  tous  les  autres  qui  contiendront  alors  une  inconnue  de 
moins.  La  résolution  de  n équations  à n inconnues  se  ramè- 
nera ainsi  à celle  de  (n  — 1)  équations  à n—  1 inconnues; 
celles-ci  se  ramèneraient  de  même  à un  système  de  n—  2 
équations  à n — 2 inconnues  , et  en  continuant  ainsi,  on  sera 
conduit  à une  équation  ne  contenant  qu’une  inconnue. 

Le  procédé  que  nous  venons  d’indiquer  est  assez  simple  pour 
que , sur  cette  seule  indication , on  puisse  facilement  en  faire 
usage. 

Soient , par  exemple,  à résoudre  les  équations 

3a;-|-2y-)-4.s  = 19, 

1x 5y+3s  = 21 , 

3*+  y-f  s = 4- 

Pour  appliquer  la  méthode  précédente,  nous  devons  déduire 
de  l’une  d’elles  la  valeur  d’une  inconnue  et  la  substituer  dans 
les  deux  autres , comme  on  peut  choisir  l’une  quelconque  des 
trois  inconnues  et  la  déduire  de  l’une  quelconque  des  trois 
équations , il  y a neuf  manières  de  commencer  le  calcul  ; on 
voit  que  le  plus  simple  consiste  à prendre  la  valeur  de  y dans 
la  troisième  des  équations  proposées , parce  que  l’on  n’introduit 
pas  ainsi  de  dénominateur.  On  obtient 

y = 3 x-\-  z — 4 , 

et,  par  substitution  de  cette  expression,  les  deux  premières 
équations  deviennent 

3x  + 2(3x  + 3 — 4)+4s  = 19, 

2x'  + 5(3x-(-s— 4)  + 3a  = 19, 
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c’est-à-dire  9x  -f  6a  = 27 , 

17#-}-  83  = 39  , 

qui,  résolues  par  les  formules  données  plus  haut,  donnent 

x — 1 
3 = 3. 

Ces  valeurs  substituées  dans  l’expression  de  y , 
y=3#+3— 4, 

donnent  y = 2 , 

et  la  solution  cherchée  est , par  conséquent 

# = 1 
y = 2 

3 = 3. 

Soit  encore  à résoudre  le  système  d’équations 

a*  + a*#  + ay  -}-  z = 0 , 
è*+  b*x  -}-  &y-)-3  = 0, 
c*-f-c*#-f  cy-\-z  = 0, 

ou  déduira  de  la  première  la  valeur  de  s (de  préférence  aux 
deux  autres  pour  ne  pas  introduire  de  dénominateurs) , 

3 = — a* — a'x — ay, 

et  en  substituant  cette  valeur  dans  les  deux  autres  équations, 
elles  deviennent 

a"-}-  (6*—  a)y  = 0, 

c*—  «*-)-  (c'  —a')x+(c—a)y=  0. 

La  première  de  ces  équations  est  divisible  par  b — a,  la  seconde 
par  c — a,  et  en  supprimant  ces  facteurs,  elles  deviennent 

b'-\-ab  + ai-\-(b-\-a)x-\-y  = 0, 
e*  -f  ac  + o*  -f  (c  a)  x -f-  y = 0 ; 
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en  résolvant  ces  deux  équations  à deux  inconnues,  on  trouve 
b ' — ab — ac 

x = 1 — r = — b — c — a, 

c — b 

y = — ii* — ab — a* — (b-\-a)x=ab-\-bc-\-ac , 
et  ces  valeurs  substituées  dans  l’expression  de  s 

z= — a5 — a'x  — ay 
donnent  enfin  z = — abc. 

60.  On  résout  aussi  les  équations  du  premier  degré  par  une 
autre  méthode  dont  l’emploi  est  souvent  plus  commode. 
Soient  n équations  du  premier  degré  à n inconnues, 

ax-\-by-\-cz- {-...  —k 

[I]  OjX-(-ôiÿ-|-Ciü-|- ...  = ki 


an-iX  -j-  + (■„_!=  -f- .. . = kn-i- 

Ajoutons  ces  équations  après  les  avoir  multipliées,  à l’excep- 
tion de  la  première,  par  des  nombres  indéterminés  X,,  Xt, ...  xB_,, 
il  viendra 

[2] . x (a  -j-  <ii>i  an- iX„_i)  -)-  y{b  -f-  èjX,  -J- . . . 

-f-  z(c  -f-  CjXi  -|- . . . -f- . . . = k -f-  À'iXj  -(- . . . An_iXn_,  ; 

et  cette  nouvelle  équation  peut  (o5)  remplacer  une  des  pro- 
posées, quels  que  soient  les  nombres  X, , X,,  ...  X„_,;  or  nous 
pouvons  déterminer  ces  nombres  de  manière  que  les  équa- 
tions 

rri  i b -fôiXn  -j-...  -f6n_iX«_i=0, 

(c  -f-C|  X|-f-  ...-|-cB_i  XB_i=0, 


soient  satisfaites;  il  suffira,  pour  cela,  de  résoudre  n — 1 équa- 
tions à n — 1 inconnues.  Mais  alors  l’équation  [2]  ne  contien- 
dra que  la  seule  inconnue  x et  permettra  d’en  déterminer  la 
valeur;  x étant  connu,  le  système  ne  contiendra  plus  que  n — l 
inconnues. 

La  méthode  que  nous  venons  d’indiquer  permet,  comme  on 

* 5 
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voit,  de  résoudre  n équations  à n inconnues,  pourvu  que  l'on 
sache  résoudre  un  système  contenant  une  inconnue  de  moins. 

Comme  nous  savons  résoudre  deux  équations  à deux  incon- 
nues, nous  pouvons  d’après  cela,  résoudre  un  système  de  trois 
équations  è trois  inconnues  ; partant , un  système  de  quatre 
équations  à quatre  inconnues,  et  ainsi  de  suite.  On  obtiendra, 
quel  que  soit  le  nombre  des  équations  proposées,  une  formule 
fournissant  la  valeur  de  chaque  inconnue  exprimée  au  moyen 
de» coefficients.  Dans  certains  cas,  ces  formules  pourront  être 
illusoires , les  équations  seront  alors  impossibles  ou  indétermi- 
nées, mais  nous  n’entamerons  pas  ici  cette  discussion. 

61.  On  peut  encore  résoudre  le  système  proposé  en  procé- 
dant pour  chaque  inconnue,  comme  on  l’a  fait  pour  x,  et  les 
obtenir  ainsi  sans  les  rattacher  les  unes  aux  autres.  Comme 
le  raisonnement  précédent  prouve  qu’il  existe  un  système  de 
valeurs  qui  satisfont , les  solutions  trouvées  de  celte  manière 
et  qui  évidemment  sont  les  seules  possibles , satisfont  effecti- 
vement. 

62.  Application.  Soit  à résoudre  le  système 


ax  -f-  by  -j-ci  = k, 
a'x+b'y  -1 -c'3=k', 
a"x  -f  buy  -f  = k". 

Ajoutons  ces  trois  équations  après  avoir  multiplié  la  seconde 
et  la  troisième  par  des  indéterminées  V et  X";  il  viendra 


x(a  -f  a'V  -f  a"A") + yÿ>  -f  VV  + tiV) + s(c + cV  -f  c'V) 
— k + kV  + k'V. 

Si  nous  posons 

[1]  b + M + W = O, 

c +cV  + c'V  = 0; 

A-  -f  kV  + k'V 


il  viendra 


x ■ 


a -f-  a!  K -)-  o"X* 

Mais  les  deux  équations  à deux  inconnues  (87)  fournissent  : 
, b"c  — bc"  v, c’b — b'c 

* TT,"  * ' 


6 V'— 6 V’ 


b'd‘ — c'b' 
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et  en  remplaçant  et  multipliant  les  deux  termes  de  la  lïaclion 
par  6 V' — b"c',  il  vient': 

• _ kb'c'—kc,b"+ck'b"—bk'c''-\-bc'k'—cb,k!' 

ab'c"—  adb"-\-ca'b"—  ba'd'+bc'a!'— cb'a"‘ 

On  trouvera,  de  même, 

, —ak'c"— ac'Ü'+ca'k1'— ka'c"+kc'a"+ck’a" 

^ ab'c“—ae'b"-\-va'b" — ba' c" -\-bc' a!' — cb'a'n 

et  _ _ab'k"—ak'b"+ka'b"—ba'k"+bk'a"—kb'a" 

ab'c"  — ac'b"-\-  ca'  b" — ba’c"-\-  bc'a" — cb’a"' 

Il  existe,  pour  le  cas  d’un  nombre  quelconque  d’équations, 
des  formules  analogues  (voy.  une  note  à la  fin  du  volume).  • 

65.  Nous  nous  bornerons  à faire  ici  quelques  remarques  qui 
pourront  aider  à retenir  les  formules  précédentes.  Les  équations 
proposées  étant 

ax  -f-  by  -f-  cz  —d 
a'x-\-b'y-\-c'z  —d' 
a"x+b"y+c"z=d". 

Les  expressions  des  trois  inconnues  x , y,  s,  ont  le  même  dé- 
nominateur. Pour  retenir  la  forme  de  ce  dénominateur,  on 
peut  l’écrire  de  la  manière  suivante 

a ( b’c " — c'W)  + b (aV — a'c") + c (a1  b"  — a"  b') 

et  l’on  voit  qu’il  est  la  somme  des  produits  obtenus  en  multi- 
pliant les  coefficients  a , b , c , de  la  première  équation  , res- 
pectivement, parles  différences  b'c"—c'b",  ci'c' — a'c",  a'b" — a" b', 
obtenus  en  multipliant  en  croix  les  coefficients  des  deux  autres 
équations  qui  ne  correspondent  pas  à la  même  inconnue  que 
celui  que  l’on  a choisi  dans  la  première.  On  doit  remarquer  que 
dans  ces  multiplications  en  croix,  on  doit  changer,  à chaque 
fois,  l’ordre  dans  lequel  se  prennent  les  deux  branches  de  ces 
croix , c’est-à-dire  que  les  coefficients  étant  disposés  comme  il 
suit 

a'  b'  c' 

a"  V c". 
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Si  l’on  prend  d’abord  b'<f  — Vc\  il  faudra  prendre  en- 
suite c'a" — a'c",  et  enfin  a' b"  — b' a",  la  croix  formée  par  les 
lignes  qui  réuniraient  les  facteurs  que  l’on  multiplie  étant 
formée  d’abord  x comme  l’indique  cette  figure , puis  ensuite 
dans  le  sens  opposé  x.  Le  dénominateur  commun  des  trois 
inconnues  élant  formé,  on  obtiendra  chacun  des  numérateurs  en 
changeant  le  coefficient  de  l’inconnue  considérée,  dans  le  terme 
tout  connu  de  l’équation  correspondante , c’est-à-dire  que  s’il 
s’agit  de  x,  par  exemple,  on  changera  a,  a",  en  X,  X',  X". 

Toutes  ces  règles  sont  rendues  évidentes  par  l’inspection  des 
formules  précédentes. 

64.  Nous  ne  terminerons  pas  ce  chapitre  sans  mentionner  un 
cas  singulier  qui  se  présente  quelquefois  dans  les  applications 
de  l’algèbre. 

Lorsque  les  équations  proposées  ne  contiennent  aucun  terme 
indépendant  des  inconnues,  on  peut  les  considérer  comme 
ayant  lieu  entre  les  rapports  des  inconnues,  et  alors,  il  suffit, 
pour  déterminer  ces  rapports,  d’avoir  une  équation  de  moins 
qu’il  n’y  a d’inconnues. 

Considérons,  par  exemple,  le  système 

ax  -f-  by  -f-  cz  = O 
a'x-\-b'y-\-  c'z  — O 

Ces  équations  peuvent  s’écrire  de  la  manière  suivante 
a -+  b - -j-e  = 0 

Z Z 

a' --\-b' - -\-c'  = 0 

Z s 1 

ii,  , , . ..  x c b b c 

et  I on  en  déduit  - = -r, — —, 

. z ab  — ba 

y a'c  — c'a 

z ab' — ba1' 

Si  l’on  avait,  entre  trois  inconnues,  trois  équations  privées 
de  seconds  membres , 

(UC  + by  +CZ  =0 
a’x- f-  b' y -f-  c’ z = 0 
d'x+b"y+c"z  = 0, 
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les  formules  générales  (02)  donneraient 

a?  = 0 

y = o 

s = 0. 

Mais  on  doit  remarquer  que  si  la  troisième  équation  se 
trouve  une  conséquence  des  deux  autres,  on  peut  évidemment 
la  supprimer  et  l’on  retombe  alors  sur  le  cas  précédent , en 
sorte  que  x,  y,  s restent  indéterminés  et  leurs  rapports  res- 
pectifs seuls  sont  connus. 


05.  Résolvons  enfin,  pour  dernier  exemple,  le  système  suivant. 

[1]  l,2345a?+l,3579y  + 8,642s  —9,765744=0. 

[2]  7,447a?  + 5,225y  —6,336s  —0,611327  =0. 

[3]  l,5380a?+4,4444y—  5, 6789s +1,20011  =0. 

La  première  de  ces  équations  donne  pour  valeur  de  s, 

1 ,2345a?+ 1 ,3579s  — 9,765744 
8,642 


Cette  valeur  substituée  dans  l’équation  [2]  donne 

7,<i7»+5,^+6,336X1'234^  + ,g7^-9’7657<4- 
— 0,611327=0. 

En  multipliant  tous  les  termes  par  le  dénominateur , on  ob- 
tient . . 

64 ,356972a?+ 45, 1 5445y —61,87575 + 

+ 7,821794a?+  8,60355y—  5,28309=0 

ou  72,l7877a?+53,7581y  — 67,15884= ...  [4]. 

La  même  valeur  de  s substituée  dans  l’équation  [3]  donnera 

l,2345a?+l,3579y— 9,765644  . 
8,642 


1 ,5380a?  + 4,4444y  +5,6789  X- 
d’où  +1,20011=0, 

13, 29140a?  + 38, 40850y— 55,45868  + 

+ 7,01060a?  + 7, 71138y+ 10,37135  = 0 

c’est-à-dire  20,302a?+ 46,1 1988y— 45,08733  = 0 . . . [5]. 
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La  question  est  maintenant  ramenée  à la  résolution  de  deux 
équations  à deux  inconnues  [4]  et  [5j. 

On  tire  de  l’équation  [5] 

20,302#  — 45,08733 
V~  46,11988 


En  substituant  cette  valeur  de  y dans  l’équation  [4] , on  ob- 
tient 

72,17877# —53,7581  X 67  5g84  _ Q 

4o,l  lvoo 

La  multiplication  par  le  dénominateur  donne 

3328,877#  — 1091 ,397#+  2423,809  — 3097,358  = 0 , 
ou  2237,480#—  673,549  = 0; 

673  549 

<l0nC  ^ = 223^480 -■=°-30103()- 

Pour  trouver  la  valeur  de  y,  on  a d’abord 
20, 302#=6, 11151, 
donc  45,08703— 20, 302#  = 38, 97582 

38,97582 


et 


r 


- 0,8450980. 


46,11988 
Si  maintenant  dans  l’équation 

1,2345#+  l,3579y— 9,765744 
8,642  ’ 


nous  substituons  à # et  à y leurs  valeurs  numériques,  nous 


aurons 

1,2345#  = 0, 3716215 

l,3579y  = 1,1475586 

donc 

9,765744  — 1 ,2345#  — 1 ,3579y  = 8,246564  ; 

et 

‘=5f!lr=0.95424M- 

Les  trois  inconnues  sont  donc  : 

# = 0,301030 
y = 0,8450980 
s — 0,9542425. 
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Vérification. 

[1]  1,2345a;  = 0,3716215 

t,3579y  = 1,1475586 
8,642s  =8,2465637 

9,765744  — 9,765744  = 0. 


[2] 

7,447a;  =2,241770 

6,3363  = 6,046080 

5,525y  =4,415637 

0,611327 

6,657407 

6,657407 

[3] 

1,5380a;  = 0,46298414 
4,4444y  = 3,75595355 
1 ,2001 1000 

5,4190477 

5,6789s  = 5,4190477 

RÉSUMÉ. 

83.  Ce  que  l’on  entend  par  un  système  d’équations.  — 84.  Systèmes 
équivalents.  — 88.  On  peut  substituer  à l’une  des  équations  d’un 
système  celle  que  l’on  obtient  en  ajoutant  les  proposées  membre  à 
membre.  — 80.  Lorsque  l’une  des  équations  d’un  système  est  résolue 
par  rapport  à une  inconnue,  on  peut  remplacer  dans  toutes  les  autres 
cette  inconnue  par  sa  valeur.  — 87.  Résolution  de  deux  équations  du 
premier  degré  à deux  inconnues.  — 80.  Moyen  mnémonique  de  retenir 
les  formules  de  résolution.  11  existe  des  cas  particuliers  dans  les- 
quels les  formules  deviennent  illusoires,  on  s’en  occupera  plus  tard.  — 
89.  Résolution  d’un  nombre  quelconque  d’équations  entre  un  nombre 
égal  d’inconnues  ; on  ramène  le  système  à un  autre  qui  contient  une 
inconnue  de  moins.  — CO.  Autre  méthode  dite  des  multiplicateurs;  elle 
fournit  la  valeur  d’une  inconnue;  les  autres  dépendent  d’un  nombre 
moindre  d’équations.  — 61.  La  méthode  des  multiplicateurs  permet 
d’obtenir  directement  chaque  inconnue  sans  avoir  besoin  de  calculer 
aucune  des  autres.  — 02.  Application  de  la  méthode  des  multiplicateurs 
aux  équations  à trois  inconnues.  — 63.  Remarques  sur  les  formules 
précédentes  — 64.  Cas  particulier  où  les  seconds  membres  sont  nuis. 
— 68.  Développement  des  calculs  dans  un  exemple  numérique. 

EXERCICES. 

I.  Trouver  deux  nombres  qui  soient  dans  le  rapport  de  2 fi  3 
et  tels  qu’en  y ajoutant  4,  les  sommes  soient  comme  4 ft  5. 


Digitized  by  Google 


72  RÉSOLUTION  D’ÉQUATIONS  DU  PREMIER  DEGRÉ. 

H.  Trouver  deux  nombres  qui  soient  dans  le  rapport  de  3 à 4 
et  dont  le  produit  égale  12  fois  la  somme. 

III.  Trouver  deux  nombres  dont  la  différence,  la  somme  et  le 
produit  soient  comme  les  nombres  2 , 3 et  5. 

IV.  Trouver  trois  nombres  en  progression  arithmétique  tels 
que  le  1"  soit  au  3"  ::  5 : 9 et  que  la  somme  des  trois  égale  63. 

V.  Résoudre 


il 

i 

P1+ 

P* 

— 

6*^  p* 

— F=1  » 

£_ 

| 

* -i 

7 

— 

b*^  [** 

— c*  ’ 

Jl 

i 

•A 

**  — 1 

V*  + 

ï* 

— 

PV 

h 

r — i • 

— cr 

Déduire  de  ces  équations  a;,  y,  s,  et  s*. 

VI.  On  donne  la  suite 

« + 6,  cuj  + bqi,  aq* -f  èr/,s , «g*  -f-  bqt\  + 

Trouver  deux  nombres  x et  y,  tels  que  chaque  terme  de  cette 
suite  puisse  s’obtenir  en  multipliant  le  précédent  par  x , et 
l’antéprécédent  par  y. 

VII.  On  donne  la  suite 

a-fô+c,  aq+bqi+cq*,  aq'-\-bq?+cq?,  aq>+bql*-±cqii,... 

Trouver  trois  nombres  x,  y,  z tels  que  chaque  terme  de  cette 
suite  s’obtienne  en  multipliant  le  précédent  par  x,  l’antépré- 
cédent  par  y et  celui  qui  précède  de  trois  rangs  par  z. 

VIII.  Résoudre 

a*  a*x  + a'y  + az  -f-  u = O, 

è*  + b%x  -f-  b'y  -f-  bz  -f-  u = O, 

c*  -f-  <?x  -f-  c'y  cz  u — O, 

d>  (Px  d'y  dz  u =0. 
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IX.  Résoudre 

I = *+y  +z  +«  +v  +w 
0=  x -{-  ay  -\-bz  -\-cu  -\-dv-{-ew  ft, 

0 = x+  a ’y-f-  6’s-l-  c’m  -f  d*D-|-  e*w>  -{-  /*/, 
0=a;-j-asy-f-  6s3-|-cs«-}-d5u-}- 
0 = x -(-  a‘y-(—  643-)-c*M-)-d‘j;-f-  dio  -f-  fkt, 

0 = x -J-  «8y-f-  653-f-  c5m  -f-  d5y-f-  -f-  f*t, 

0 = x -f-  aey-\-  683-f  <?*«-)- d8u-{-  e°it>  -f  /'6/. 

X.  Si  l’on  considère  les  équations 

[1]  ax  -f  by  — c , 
a'x- \-  b'y=c'; 

et  que  l’on  pose 

[2]  x = at  -j-  (Itt  , 

?y  = a'<+  P'«; 

par  celte  substitution,  on  obtiendra  deux  équations  entre  t et  u ; 
vérifier  que  le  dénominateur  des  valeurs  de  t et  u que  l’on 
en  déduit  est  le  produit  des  dénominateurs  que  l’on  trouve  en 
résolvant  les  équations  [1]  par  rapport  6 x et  y et  [2]  par  rap- 
port à t et  w. 

XI.  Même  question  pour  les  équations 

[1]  ax  -f-  by  -j-  es  = d, 
a'x- f-  b’y-\-  c'z  — d', 
d'x- f b"y+c"z=  d'\ 

dans  lesquelles  on  pose 

[2]  x = al  -f-  j3«  -f-  fV, 
y — *'l+Vu  4-y'î), 

3 = «"*+  V'u  + i't. 

XII.  Résoudre  les  équations 

ax%  — by>  = es8, 

! + !+!  = ! 
x'y'zd 

et  calculer  axt-\-b)j'-\-cz'1. 
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XIII.  Éliminer  a,  b,  c entre  les  équations 


a’,  + 6n  + cn=dn, 
xm  _ ym  zm 

^m+ii  fom+n  ^,«14-1»* 


XIV.  Un  train  dont  la  vitesse  est  v part  après  un  autre  train 
dont  la  vitesse  est  v',  et  le  retard  est  calculé  de  manière  qu’ils 
arrivent  au  même  temps  à la  destination.  Le  premier  train  est 
obligé  de  ralentir  la  vitesse,  de  moitié,  après  avoir  fait  les  deux 
tiers  de  la  course,  et  il  y a rencontre  de  trains,  a lieues  avant 
la  tin  du  voyage.  Trouver  la  longueur  totale  du  trajet. 

XV.  Pour  faire  un  certain  ouvrage,  A emploie  m fois  plus  de 
temps  que  B et  C réunis;  B,  n fois  plus  de  temps  que  A et  C, 
et  C,  p fois  plus  de  temps  que  A et  B.  Trouver  une  relation  en- 
tre m,  n,  p. 

XVI.  Quelle  relation  doit-il  exister  entre  a,  b et  c pour  qu’ils 
soient  les  termes  de  rangs  p,  q et  r dans  une  même  progres- 
sion par  différence  ou  par  quotient? 

XVII.  On  donne  les  six  équations 

— x1  — ?/s  -}-  z*  — a!, 

y* -f 

— x'x'—y'y"+z'zv=0, 

— xx"  — yif  + zz"  = O, 

— xx'  — yy'  + sz'  = 0 ; 

en  déduire 

a * = \xy'z"  + x'y"s  + x"yz‘  — xy"z'  — x’yz"  — x"y’z\*. 
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SOLUTIONS  NÉGATIVES  DES  EQUATIONS 
DU  PREMIER  DEGRE. 


Solutions  négatives  des  équations  à une  inconnue. 

66.  Il  n’y  a aucune  remarque  à faire  sur  les  nombres  néga- 
tifs trouvés  comme  solution  d’une  ou  de  plusieurs  équations. 
Ces  nombres,  substitués  aux  inconnues  et  traités  conformément 
aux.  conventions,  rendent  le  premier  membre  de  l’équation  égal 
au  second.  Mais  lorsque  les  inconnues  représentent  des  gran- 
deurs à déterminer,  il  semble  que  les  solutions  négatives  n’ex- 
primant aucune  grandeur,  doivent  être  rejetées  et  considérées 
comme  un  symptôme  d’impossibilité.  C’est,  en  effet,  ce  qui 
aurait  lieu  si,  dans  la  mise  en  équation,  on  pouvait  toujours 
exprimer  d’une  manière  générale  et  pour  tous  les  cas,  les  con- 
ditions du  problème  proposé.  Mais  bien  souvent  il  n’en  est  pas 
ainsi,  et  les  solutions  négatives  peuvent  trouver  alors  une  in- 
terprétation qu’il  est  important  d’étudier. 

67.  Considérons  d’abord  une  seule  équation  à une  inconnue 

ax  -j-  b = a'x  b'. 

Supposons  qu’en  la  résolvant  on  ait  trouvé,  pour  x,  une  valeur 
négative  — a ; cela  signifie  que  l’on  a 

o)  -|-  b — a!  (—  a)  -j-  b' y 
c’est-à-dire  h — a*  = b'  — a' a ; 

et  que,  par  conséquent,  x = -\-z  est  solution  de  l’équation 
b — ax  — b' — a'x. 

Ainsi,  toute  solution  négative  d’une  équation  du  premier 
degré  à une  inconnue,  étant  prise  positivement,  satisfait  à une 
équation  que  l’on  obtient  en  changeant  dans  la  première,  le 
signe  des  termes  où  figure  l’inconnue.  Or,  il  arrive  souvent. 


Digitized  by  Google 


76 


SOLUTIONS  DES  ÉQUATIONS  DU  PREMIBR  DECRÉ. 

comme  nous  allons  le  montrer,  que  cette  nouvelle  équation  cor- 
respond à un  problème  peu  différent  du  proposé,  et  quelquefois 
à ce  problème  lui-méme,  entendu  dans  un  sens  plus  général; 
on  obtient  alors  la  solution  du  problème  modifié  ou  généra- 
lisé, en  prenant,  avec  le  signe  -j->  la  valeur  négative  trouvée 
pour  l'inconnue.  Une  pareille  remarque  ne  peut  être  développée 
d’une  manière  générale,  il  est  essentiel  d’étudier,  à part,  son 
application  dans  chaque  question  particulière.  C’est  ce  que  nous 
allons  faire  dans  les  problèmes  suivants. 

67  bis.  Problème  1.  Deux  mobiles  qui  suivent  une  ligne  droite , 
partent  de  deux  points  A et  B,  situés  à une  distance  d l’un  de 
l’autre,  et  marchent,  dans  le  même  sens,  avec  des  vitesses  v et  x', 
Après  combien  de  temps  se  rencontreront-ils  ? 

Soit  x le  temps  cherché,  le  premier  mobile,  dont  la  vitesse  est  v, 
parcourt  un  espace  v dans  l’unité  de  temps,  et  par  suite,  dans 
le  temps  x il  parcourra  vx  ; le  second,  pendant  le  même  temps, 
parcourt  l’espace  v'x\  or,  il  faut,  pour  qu’ils  se  rencontrent, 
que  le  premier  ait  parcouru  un  espace  d de  plus  que  le  second  ; 
on  doit  donc  avoir 

vx — v'x  = d, 

d’où  l’on  déduit  x= — — 

V — V 

Si  v est  moindre  que  v',  cette  solution  est  négative  ; pour  l’in- 
terpréter, remarquons  (67)  que,  prise  positivement,  elle  sa- 
tisfait à l’équation 

v'x  — vx  — d. 

Or,  cette  équation  exprime  que  le  chemin  parcouru  par  le 
mobile  B,  surpasse,  de  d,  celui  parcouru  par  le  mobile  A,  con- 
dition qui  répond  évidemment  à la  question  suivante  : 

En  supposant  que  les  deux  mobiles  soient  en  marche  depuis 
un  temps  indéfini,  combien  y a-t-il  de  temps  qu’ils  se  sont 
rencontrés  ? 

Si  donc  on  veut  donner  cette  extension  au  problème,  la  va- 
leur négative  de  x exprime  un  temps  déjà  écoulé. 

Problème  II.  Les  âges  de  deux  individus  sont  a et  b,  après 
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combien  de  temps  l’àuje  du  premier  sera-t-il  double  de  celui  du 
second  ? 

Si  x est  le  temps  cherché,  l’équation  du  problème  est  évi- 
demment 

a-\-  x = 2{b'-\-  x), 

et  l’on  en  déduit  x = a — 2 b. 

Si  a est  moindre  que  2 b,  cette  valeur  de  x est  négative  ; prise 
positivement,  elle  satisfait  alors  (67)  à l’équation 

a—  x = 2[b — a:) 

qui  correspond  évidemment  à la  question  suivante  : 

Combien  y a-t-il  de  temps  que  l’âge  du  premier  individu 
était  double  de  celui  du  second  ? 

Problème  111.  On  donne  sur  une  droite , deux  points  A et  B, 
le  premier  situé  à gauche  d’un  point  O à une  distance  a,  et  le 
second  situé  à droite  à une  distance  b,  déterminer  sur  cette 
ligne,  un  troisième  point  X,  tel  qu’en  prenant  le  milieu  M de  BX, 
puis  le  tiers  de  AM  à partir  de  A,  le  point  ainsi  déterminé 
coïncide  avec  0. 

À Ô X M B. 


On  a évidemment,  en  nommant  x la  distance  OX, 

OM  = thi 


Il  faut  que  AO  ou  a soit  le  tiers  de  AM,  et  que,  par  con- 
séquent, 


d’où  l’on  déduit 


2 

x — Aa — b. 


Si  Aa  est  moindre  que  b,  la  solution  est  négative;  prise  posi- 
tivement, elle  satisfait  donc  (66)  à l’cqualion 

„ , b — x 

3«  — «H ^ , 

ce  qui  est  précisément  l’équation  à laquelle  on  est  conduit, 
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en  supposant  le  point  X à une  distance  x à gauche  de  0 ; la 
valeur  négative  de  x doit  donc,  dans  ce  cas,  être  portée  dans 
un  sens  opposé  à celui  que  l’on  avait  supposé  dans  la  mise  en 
équation. 

08.  Il  ne  faut  pas  croire  que  les  solutions  négatives  s’inter- 
prètent toutes,  aussi  naturellement  que  les  précédentes.  On  ne 
doit  pas  même  affirmer,  d’une  manière  générale,  qu’une  valeur 
négative  trouvée  pour  un  temps  à venir,  exprime  un  temps 
passé,  ni  que  les  longueurs  négatives  à porter  sur  une  ligne, 
doivent  toujours  être  comptées  en  sens  opposé  à celui  qui  cor- 
respond aux  valeurs  positives.  Il  en  est  cependant  ainsi  dans  la 
plupart  des  cas,  et  nous  allons  en  donner  la  raison. 

09.  Supposons  que  x désignant  le  temps  qui  doit  s’écouler 
jusqu’à  un  certain  événement,  on  ait  trouvé  pour  l’équation  d’un 
problème , 

[1]  B + Ax  = B'-f  A'x. 

Si,  au  lieu  de  chercher  le  temps  qui  doit  s’écouler  à partir  de 
l’époque  actuelle,  on  avait  cherché  le  temps  qui  doit  s’écouler  à 
partir  d’une  époque  antérieure  de  t années  (c’est  ce  qui  aurait 
lieu,  par  exemple,  si  l’on  prenait  pour  inconnue  la  date  de  l’é- 
vénement), en  nommant  x,  ce  temps , on  aurait  évidemment, 

Xj=<  -fx 
X — Xt — t , 

et,  par  suite,  au  lieu  de  [1] , 

[2]  B + A(x,— 0 = B'  + A'(x,-0, 

qui  serait  l’équation  du  problème,  si  l’on  prenait  x,  pour 
inconnue.  Si  la  valeur  de  x,,  que  l’on  en  déduit,  est  moindre 
que  t et  égale , par  exemple , à t — a , on  aura , en  la  substi- 
tuant dans  [2] 

B-r  Aoc  =B’ — A'a  , 

par  où  l’on  voit  que  l’équation  [1]  a pour  solution 

x = — «. 

Une  solution  négative  x = — a,  trouvée  pour  l’équation  [1] , 
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signifie  donc  que  l’événement  est  postérieur  de  t — * à nue 
époque  antérieure  de  t à l’époque  actuelle  , c’est-à-dire  qu’il 
précède  de  a l’époque  actuelle. 

70.  Le  raisonnement  précédent  n’est  pas  tout  à fait  général  : 
il  suppose  que  l'équation  [2]  qui  convient  à une  époque  posté- 
rieure à l’époque  actuelle  s’applique  aussi  aux  époques  anté- 
rieures; or  cela  pourrait  ne  pas  avoir  lieu. 

71.  Supposons  maintenant  que  x désignant  la  distancé  à por-  • 
ter  sur  une  ligne , à partir  d’un  point  donné , et  dans  une  cer- 
taine direction,  à droite  par  exemple,  on  ait  trouvé,  pour 
équation  d’un  problème , 

[1]  B-fAa:  = B'  + k'x. 

Si  au  lieu  de  chercher  la  distance  du  point  inconnu  à l’ori- 
gine donnée , on  avait  cherché  sa  distance  Xt  à une  origine 
située  à gauche  de  la  première,  à une  distance  d,  on  aurait  eu 

xt  = d -}-  x ou  x = Xi  — d , 
et , par  suite , au  lieu  de  l’équation  [1] , 

[2]  b+A(*,— d)=B’+ A'ta— d). 

Si  cette  équation  fournit  pour  xt  une  valeur  positive  moindre 
que  d,  que  je  représente  par  d — a,  le  point  cherché  sera 
évidemment  à gauche  de  0 et  à une  distance  a de  cette  origine  ; 
mais  en  substituant,  dans  [2] , à xt  sa  valeur  d — a , on  a 

B — A«  = B'  — A'* , 

d’où  il  résulte  que  l’équation  [1]  a pour  solution  x=—a.  Une 
solution  négative  x = — a trouvée  pour  l’équation  [1],  signifie 
donc  que  le  point  cherché  est  situé  à gauche  de  0 et  à une  dis- 
tance a de  cette  origine. 

72.  Nous  remarquerons,  comme  (70),  que  le  raisonnement 
précédent  n’est  pas  tout  à fait  général,  et  suppose  que  l’équa- 
tion [2] , qui  correspond  aux  points  situés  à droite  de  0,  s’appli- 
que aussi  aux  points  situés  à gauche;  or  cela  n’a  pas  toujours 
lieu  , et  nous  en  donnerons  un  exemple. 

Problème.  Un  chemin  de  fer  prend  0f,10  par  tonne  et  par  kilo - 
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mètre  pour  le  transport  des  marchandises;  on  paye  , en  outre , un 
droit  fixe  de  3f,75  par  wagon  de  2000  kilogrammes  : à quelle 
distance  peut-on  transporter  50  tonnes  pour  3 (r.  ? 

50  tonnes  correspondent  à 25  wagons;  le  droit  fixe  à payer 
est  donc  de 

3,75X25; 

et,  en  outre,  pour  le  transport  à la  distance  x, 

o,iox50x#; 

l’cqualion  du  problème  est  donc 

3, 75  X 25  + 0, 10  X 50  X#=3; 

et  en  la  résolvant  on  trouve  pour  x une  valeur  négative 
x = — 18,15  qui  ne  signifie  ici  absolument  rien. 

On  peut  voir,  en  effet,  que  dans  ce  cas,  le  raisonnement  (71) 
est  en  défaut.  Si,  en  effet,  on  suppose  que  les  cinquante  tonnes 
devant  être  portées  vers  la  droite,  on  prenne  pour  inconnue  la 
distance  xt  à un  point  situé,  vers  la  gauche,  à une  distance  d 
du  point  de  départ,  on  aura  x—xi—d , et  l’équation  du  pro- 
blème deviendra 

3,75  X 25  + 0,10  X 50X(#i — d)=-Z , 

mais  cette  équation  ne  convient  nullement  au  cas  du  transport 
effectué  vers  la  gauche;  dans  ce  cas,  en  effet,  le  chemin  par- 
couru doit  être  représenté  par  d — xt,  et  il  faut  prendre,  pour 
équation  du  problème , 

3, 75X25+0, 10X50X(d—  a;,)=3. 


Introduction  des  nombres  négatifs  dans  l’énoncé  d’un  problème- 

75.  Il  est  quelquefois  avantageux  d’introduire  des  nombres 
négatifs  dans  les  données  mêmes  d’une  question.  Nous  nous 
bornerons  à montrer,  par  un  exemple  fort  simple,  comment 
on  peut  y être  conduit,  et  de  quelle  nature  est  l’avantage  qu’on 
y trouve.' 

Reprenons  le  problème  résolu  (67). 

Deux  mobiles  suivent  la  droite  AA’  en  marchant  dans  le  même 
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sens  avec  des  vitesses  v et  v',  l’un  est  en  A,  l'autre  en  À';  après 
combien  de  temps  se  rencontreront  ils? 

En  nommant  x le  temps  inconnu,  et  d la  distance  AA',  on 
a l’équation  (67) 

vx — v'x  — d. 

Cette  équation  fournit  la  solution  du  problème , lors  même 
que  v est  moindre  que  v\  pourvu  que  l’on  regarde  (67)  les  va- 
leurs négatives  de  x comme  représentant  un  temps  déjà  écoulé. 

Pour  généraliser  encore  davantage , supposons  que  les  deux 
mobiles  ne  marchent  pas  tous  deux  dans  la  direction  AA'  : on 
peut  considérer  trois  cas  distincts  : 

1°  Le  mobile  A marche  vers  la  droite  et  le  mobile  A'  vers  la 
gauche; 

À 

l’équation  du  problème  est  alors,  comme  on  le  voit  facilement, 
vx-\- v'x—d; 

2°  A marchant  vers  la  gauche,  A'  marche  vers  la  droite. 


Les  mobiles  ne  sc  rencontreront  jamais,  mais  en  nommant# 
le  temps  écoulé  depuis  leur  rencontre,  on  aura 

vx-{-v'x=d  ; 

3°  Enliu,  si  l’on  suppose  que  les  mobiles  marchent  vers  la 
gauche , on  aura 


v'x — vx—d. 


Les  équations  relatives  aux  quatre  cas  sont  donc,  en  résumé, 

vx  — v'x=d  quand  A et  A'  marchent  vers  la  droite, 
vx  -| -v'x=d  A vers  la  droite,  A'  vers  la  gauche, 

vx  -{-v’x—d  A vers  la  gauche,  A'  vers  la  droite, 

x désigne  un  temps  déjà  écoulé , 
v'x — vx  — d A et  A'  vers  la  gauche. 

G 
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Or,  ces  quatre  équations  peuvent  se  réduire  à une  seule,  ce 
qui  est  évidemment  un  avantage,  si  l’on  convient  de  représenter 
par  des  nombres  négatifs  — v , — v’  les  vitesses  dirigées  vers  la 
gauche  ; d’après  cette  convention , il  faut , en  effet , remplacer 
dans  la  seconde  des  équations  ci-dessus,  v'  par — v' ; dans  la 
troisième,  v par  — v\  dans  le  quatrième,  v par — v , v'  par — v 
et  de  plus,  dans  la  troisième , où  l’inconnue  désigne  un  temps 
déjà  écoulé  , x par  — x ; les  quatre  équations  deviennent  par 
ces  substitutions  • 

vx — v'x=d  ; 

en  sorte  que  la  formule 

d 


que  l’on  en  déduit,  convient  à tous  les  cas. 

Solutions  négatives  des  équations  à deux  inconnues. 

74.  Nous  n’avons  considéré,  jusqu’à  présent,  que  les  solu- 
tions négatives  fournies  par  une  équation  à une  inconnue.  Le 
cas  de  plusieurs  équations  donne  lieu  à des  remarques  entiè- 
rement semblables. 

Supposons  qu’en  résolvant  le  système 

[1]  , ax  -\-by  =c , 

a'x-\-b'y=c', 

on  ait  trouvé,  pour  l’une  des  inconnues,  ou  pour  toutes  deux, 
des  valeurs  négatives.  Soient,  par  exemple,  x = a,  y= — p. 
Ces  valeurs  satisfaisant  aux  équations  [1] , on  aura 

aa  — =c , 
a' a — ù'$=c’; 

et,  par  conséquent,  les  valeurs  x=a,  satisfont  au 

système 

ax  — by  =c , 
a'x — b'y=c'. 

Ainsi  donc  : en  prenant  positivement  la  solution  négative 
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y = — on  satisfait  à un  système  qui  diffère  du  proposé  par 
le  changement  de  signe  des  termes  en  y.  On  verrait  de  même 
que  si  la  valeur  de  x était  négative,  on  pourrait  la  prendre  avec 
le  signe  -f-  > pourvu  qu’on  changeât  dans  les  équations  propo- 
sées le  signe  de  tous  les  termes  en  x. 

Les  équations  nouvelles,  auxquelles  satisfont  les  valeurs  né- 
gatives des  inconnues  prises  positivement,  correspondent  quel- 
quefois à un  problème  peu  différent  du  proposé  ou  à ce  pro- 
blème lui-même,  entendu  dans  un  sens  plus  général  ; mais  cette 
remarque  , comme  dans  le  cas  des  équations  h une  inconnue 
ne  peut  être  développée  que  sur  des  questions  particulières. 

Considérons,  par  exemple,  le  problème  suivant. 

75.  Problème.  Un  vase  de  capacité  v est  rempli  dans  un  temps  , 
par  n robinets , versant  chacun  la  même  quantité  d eau  , et  par  la 
pluie  tombée  sur  un  toit  dont  la  surface  est  s.  Un  autre  vase  de 
capacité  v'  est  rempli  dans  le  temps  t'  par  n'  robinets  semblables 
aux  précédents , et  par  la  pluie  tombant  sur  un  toit  s'  avec  la 
même  intensité  que  sur  le  toit  s.  Déduire  de  ces  données  la  quan- 
tité d'eau,  x,  versée  par  chaque  robinet  dans  l'unité  de  temps  et  la 
quantité  y versée  par  la  pluie  pendant  chaque  unité  de  temps,  sur 
chaque  unité  de  surface  de  toit. 

Un  robinet  versant,  dans  l’unité  de  temps,  une  quantité  d’eau 
égale  à x;  dans  le  temps  t,  n robinets  verseront  nxt. 

La  pluie  versant  dans  l’unité  de  temps,  une  quantité  d’eau  y 
sur  l’unité  de  surface,  versera,  dans  le  temps  t,  sur  s,  une  quan- 
tité d’eau  syt;  on  aura  donc 

[1]  nxt-\-syt =v. 

En  exprimant  que  le  second  bassin  est  rempli  dans  le  temps  f, 
on  aura  de  même 

[2]  n’xt’  -\-s'yt!  —v' , 

et  les  équations  [1]  et  [2]  permettront  de  calculer  x et  y. 

Supposons  maintenant,  qu’en  les  résolvant,  on  trouve  pour  a: 
une  valeur  positive  a,  et  pour  y une  valeur  négative  — p.  Il 
faudra  en  conclure  (74)  que  les  valeurs  x = a,  y—p  satisfont 
aux  équations 

nxt  — syt  =v , 
rixt'—éyt’—v'. 
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Ces  équations  correspondent  à un  problème  qui  diffère  du 
proposé,  en  ce  que  la  pluie  doit  être  remplacée  par  une  cause 
qui  enlève  au  bassin  une  quantité  d’eau  proportionnelle  au 
temps  et  à la  surface  s;  par  exemple , par  l’évaporation  du  li- 
quide. 

Si,  au  contraire,  on  trouvait  pour  x une  valeur  négative,  cette 
valeur,  prise  positivement,  satisferait  aux  équations 

syt  — nxt  =v  , 
s'yt' — n'xt'=v'. 

Ces  équations  correspondent  à un  problème  différant  du  pro- 
posé , en  ce  que  les  robinets  qui  versent  de  l’eau , doivent  être 
remplacés  par  un  nombre  égal  de  causes  qui  en  enlèvent , par 
exemple,  par  des  orifices  ou  des  pompes,  enlevant  une  quantité 
x d’eau  par  unité  de  temps. 

76.  Les  remarques  faites  (69,  71)  au  sujet  des  valeurs  néga- 
tives trouvées  pour  un  temps  ou  pour  une  longueur,  s’appli- 
quent sans  modification  au  cas  où  les  équations  contiennent 
plus  d’une  inconnue. 

KÉSUMÉ. 

66.  Les  solutions  négatives  d’un  système  d’équations  sont  des  nombres 
négatifs  qui,  substitués  aux  inconnues  dans  ces  équations,  et  traités 
conformément  aux  conventions,  rendent  le  premier  membre  égal  au 
second.  — 67.  Toute  solution  négative  d’une  équation  du  premier  degré 
à une  inconnue  étant  prise  positivement,  satisfait  à une  autre  équation 
que  l'on  obtient  en  changeant  dans  la  première  le  signe  des  termes  qui 
contiennent  l’inconnue.  Cette  nouvelle  équation  correspond  quelquefois 
au  problème  proposé  entendu  dans  un  sens  plus  général.  — 67  bis.  Pro- 
blème des  courriers,  interprétation  de  la  solution  négative  par  une  lé- 
gère extension  de  l’énoncé.  Interprétation  de  la  solution  négative  dans 
le  problème  suivant  : dans  combien  de  temps  l’âge  d’un  individu  sera- 
t-il  le  double  de  celui  d’un  autre  individu?  Interprétation  de  la  solution 
négative  dans  un  problème  de  géométrie. — 68.  On  remarque  que  toutes 
les  solutions  négatives  ne  s’interprètent  pas  aussi  naturellement  que 
celles  dont  il  vient  d’être  question.  — 68.  On  prouve  en  général  que  si 
l’on  prend  pour  inconnue  le  temps  qui  doit  s’écouler  jusqu’à  un  certain 
événement,  la  solution  négative  doit  être  comptée  dans  le  passé.  — 
70.  Le  raisonnement  n’est  pas  tout  à fait  général.  — 71.  Quand  on 
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prend  pour  inconnue  la  distance  à porter  sur  une  ligne,  à partir  d’un 
point  donné,  les  solutions  négatives  doivent  être  portées  dans  une  direc- 
tion opposée  à celle  qui  correspond  aux  solutions  positives.  — 72.  Le 
raisonnement  n’est  pas  complètement  général  ; on  donne  un  exemple 
d’un  cas  dans  lequel  il  est  en  défaut.  — 73.  On  introduit  quelquefois  des 
nombres  négatifs  comme  représentation  de  données  dans  l’énoncé  d’un 
problème.  Introduction  de  vitesses  négatives  dans  le  problème  des 
courriers.  — 74.  Les  solutions  négatives  d’un  système  d’équations  étant 
prises  positivement  satisfont  à un  autre  système  qui  diffère  du  premier 
par  le  changement  de  signe  des  termes  qui  contiennent  l’inconnue  dont 
la  valeur  est  négative.  — 7».  Interprétation  des  solutions  négatives  dans 
un  problème  à deux  inconnues. — 76.  Les  remarques  faites  (69  et  71) 
s’appliquent  aux  équations  à plusieurs  inconnues. 


EXERCICES. 

I.  On  donne  des  points  A,  B,  C,  D,  situés  sur  une  ligne 
droite  à des  distances  a,  b,  c,  d,  d’un  point  O de  cette  droite  ; 
trouver  sur  cette  droite  un  point  X tel , que  sa  distance  à un 
point  quelconque  M de  la  droite  donnée  soit  la  moyenne  des 
distances  de  M aux  points  A,  B,  C,  D.  Montrer  qu’à  l’aide  de 
conventions  convenables,  on  peut  résoudre  le  problème  par  une 
seule  formule,  quelles  que  soient  les  positions  de  A,  B,  C,  D,  à 
droite  ou  à gauche  de  0. 

II.  On  donne  les  deux  bases  a,  b d’un  trapèze  et  sa  hauteur  h. 
Calculer  la  hauteur  du  triangle  obtenu  en  prolongeant  les  côtés 
jusqu’à  leur  rencontre;  interpréter  la  solution  quand  elle  est 
négative. 

III.  Inscrire  un  rectangle  de  périmètre  donné  dans  un  triangle 
dont  la  base  est  b et  la  hauteur  h. 

IV.  n pierres  sont  rangées  en  ligne  droite  à dix  mètres  de 
distance  les  unes  des  autres.  Déterminer,  sur  cette  droite , la 
position  d’un  point  X tel  qu’il  y ait  m fois  plus  de  chemin  à 
faire  pour  transporter , successivement , chaque  pierre  au 
point  X que  pour  les  transporter  à la  place  occupée  par  la  pre- 
mière d’entre  elles.  On  supposera,  dans  les  deux  cas,  que  l’on 
parte  de  cette  première  pierre.  Si  la  solution  est  négative,  est-il 
possible  de  l’interpréter? 
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V.  Deux  triangles  rectangles  ont  leurs  côtés  dirigés  suivant 
les  mêmes  droites  et  représentés  par  a,  b,  a',  b';  calculer  les 
perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés,  du  point  d’intersection 
des  hypoténuses,  et  discuter  les  différents  cas  qui  peuvent  se 
présenter. 
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CHAPITRE  VII. 


DISCUSSION  DES  FORMULES  TROUVEES  DANS  LES 
CHAPITRES  PRECEDENTS. 


Discussion  de  la  formule  de  résolution  d’une  équation  du  premier  degré 
à une  inconnue. 


77.  Nous  avons  trouvé  (40)  pour  solution  de  l’équation 


D3 

[2] 


ax  -j-  b = a'x  + b', 


x 


Le  seul  cas  que  l’on  doive  examiner  à part  est  celui  où  a — a' 
est  égal  à zéro. 

1°  Si  a— a'  est  nul  sans  que  b' — b le  soit,  la  formule  [2J 
donne 

' b'—  b 

x = . 

0 ’ 

ce  qui  ne  signifie  rien.  Mais  il  est  facile  de  voir  que  l’équation 
proposée  est  dans  ce  cas  impossible,  car  elle  devient,  a'  étant 
égal  à a, 

ax  -j-  b — ax  -)-  b\ 

ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  si  b est  différent  de  b'. 

2°  Supposons  maintenant  que  l’on  ait,  à la  fois,  a=a',b  — b'  ; 
cette  formule  devient: 

a;  = g, 

ce  qui  ne  signifie  rien;  mais  il  est  facile  de  voir  que,  dans  ce 
cas,  l’équation  [1]  est  satisfaite  quel  que  soit  x,  car  elle  devient: 

ax  b =ax-\-  b. 

78.  Remarque  I.  D’après  ce  qui  précède,  lorsque  la  formule  de 
résolution  d’une  équation  à une  inconnue  donne,  pour  valeur  de 
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7)1 

cette  inconnue,  une  expression  de  la  forme  on  doit  en  con- 
clure que  l’équation  est  impossible  ; mais  il  n’en  est  pas  toujours 
ainsi  du  problème  qui  y a conduit,  on  peut  affirmer  seulement 
que  la  quantité  prise  pour  inconnue  cesse  alors  d’exister.  Si , 
par  exemple,  on  a pris,  pour  inconnue,  la  distance  à laquelle  se 
coupent  deux  droites  d’une  figure,  et  que  l’on  trouve,  pour  cette 

distance , une  valeur  de  la  forme  — , on  conclura  que  les  deux 
droites  ne  se  coupent  pas  et  sont  par  conséquent  parallèles. 

79.  Remarque  II.  Lorsque  le  dénominateur  d’une  fraction 
diminue,  la  fraction  augmente  et  peut  augmenter  sans  limite 
si  le  dénominateur  diminue  indéfiniment.  D’après  cela,  on  dit 
quelquefois  que  le  dénominateur  devenant  nul , la  fraction 
devient  infinie,  et  on  écrit  qu’elle  a pour  solution  x — *>. 
C’est  là  une  locution  incorrecte  : la  fraction  dont  le  déno- 
minateur est  nul  ne  représente  rien.  Si  les  données  d’un 
problème  varient  de  telle  manière  que  le  dénominateur  de 
la  valeur  de  l’inconnue  tende  vers  zéro,  l’inconnue  elle- 
même  augmente  indéfiniment,  mais  lorsque  le  dénominateur 
est  actuellement  nul,  la  solution  n’existe  pas  et  l’équation  est 
impossible. 


, Discussion  des  formules  de  résolution  de  deux  équations  à deux  inconnues. 


80.  Les  formules  trouvées  pour  la  résolution  de  deux  équa- 
tions du  premier  degré 

[1]  ax+by=c , 

[2]  a!x-\-  b'y=c' 

fournissent,  en  général,  pour  chacune  des  inconnues  x et  y 
une  seule  valeur  positive  ou  négative;  mais  dans  certains 
cas  que  nous  allons  examiner,  ces  valeurs  deviennent  illu- 
soires. 

Les  formules  de  résolution  sont  : 


[31 

ni 


_ rb'  — bc' 
X ~ ab'  — bal  ’ 

ac' — ca' 

^ ab' — bar 
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Si  ab' — ba'  n’est  pas  nul,  elles  ne  donnent  lieu  à aucune  diffi- 
culté : nous  examinerons  donc  seulement  le  cas  où  l’on  a 

ab' — ba'^O, 

et  nous  le  diviserons  en  deux  autres. 

8t.  1°  Supposons  que  ab'  — ba'  soit  nul  sans  que  les  numé- 
rateurs des  formules  [3]  et  [4]  le  soient.  Les  valeurs  de  x el  y 

prennent  alors  la  forme  ce  qui  ne  signifie  rien;  mais  il 

est  facile  de  voir  que,  dans  ce  cas,  les  équations  proposées  sont 
incompatibles;  puisque  l’on  a,  en  effet, 


ab'  = bof, 


en  désignant  par  r la  valeur  commune  de  ces  deux  rapports , 
on  a: 

a = ra', 
b — rb1; 

par  suite,  les  équations  proposées  deviennent 

ra’x  -|-  t b' y — c , 
a'x  -f-  b' y = c'. 

Or,  le  premier  membre  de  la  première  étant  égal  au  produit 
de  r par  le  premier  membre  de  la  seconde , la  même  relation 
doit  exister  entre  les  seconds  membres,  et  il  y a,  par  suite, 
impossibilité  si  l’on  n’a  pas , 

c = rc', 

c’est-à-dire,  en  remplaçant  r par  ses  deux  valeurs  ^ et  si  l’on 
n’a  pas, 

ac’  bc' 

C~Y  ’ C~T' 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ad  = c</,  l/c  = bd. 
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Mais  ces  dernières  égalités  expriment,  contrairement  à nos  sup- 
positions, que  les  numérateurs  des  valeurs  de  a;  et  de  y sont 
égaux  à zéro,  elles  ne  sont  donc  pas  satisfaites,  et  les  équations 
proposées  sont  incompatibles. 

82.  2“  Si  le  numérateur  de  l’une  des  valeurs  de  a:  et  y s’an- 
nule en  môme  temps  que  ab' — ba1,  il  en  est  de  même  de  l’autre 
numérateur. 

Si  l’on  a en  effet  ab'  — ba'= 0 , 

ac' — c«'  = 0, 

ces  équations,  qui  peuvent  se  mettre  sous  la  forme, 

a b 


a'~b” 

a c 

a'- c" 

entraînent  évidemment 

b c 
b'~ 

c’est-à-dire 

O* 

CS 

II 

Or* 

cT 

Supposons  ces  relations  satisfaites  ; les  valeurs  des  deux  in- 
connues se  présenteront  sous  la  forme  g.  Désignons  par  r la 

valeur  commune  des  trois  rapports  , on  aura 

a = ra',  b = rb',  c = r&, 
et  les  équations  proposées  peuvent  être  écrites  ainsi  : 

ra'x  - \-rb'y=rc ', 
a'x-\-b'y  —c’. 

La  première  n’étant  autre  chose  que  la  seconde,  dont  les  deux 
membres  sont  multipliés  par  r,  on  n’a,  réellement,  qu’une  seule 
équation  entre  les  deux  inconnues  x et  y,  et  l’on  peut  par 
conséquent  choisir  l’une  d’elles  arbitrairement,  et  déterminer 
l’autre  en  résolvant  une  équation  à une  inconnue. 

85.  En  résumé,  quand  les  formules  de  résolution  donnent 
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Yfl 

pour  les  inconnues,  des  expressions  de  la  forme  — , les  équations 

sont  incompatibles,  et  quand  elles  en  donnent  de  la  forme  g les 
équations  rentrent  l’une  dans  l’autre  (02). 

La  remarque  faite  (78)  s’applique  aux  équations  à deux  in- 
connues. Lorsque  les  valeurs  des  inconnues  se  présentent  sous 

Vît 

la  forme  — , les  équations  sont  impossibles,  mais  il  n’en  est  pas 
toujours  de  même  du  problème  qui  leur  a donné  naissance. 
84.  En  mettant  plus  haut  (82)  les  équations 
aV  = ba\ 
ac'  = ca', 

\ 

, * a b a c 

sous  la  forme  -,  = r, , 

a o a c 

Nous  avons  supposé , tacitement,  que  les  nombres  a',  b1,  c' 
étaient  différents  de  0.  Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de 
discuter  le  cas  où  cela  n'a  pas  lieu,  et  de  reconnaître  que  des 

expressions  de  la  forme  — et  g indiquent  encore  l’impossibilité 

ou  l’indétermination.  Nous  nous  bornerons  à indiquer  un  cas 
particulier  remarquable.  Si  l’on  a a=0,  a’=0,  les  formules 


cb'—bc1 
X ab'—ba' 

_ ac' — ca' 
y ab'  — ban 

, . , " cb' — bc' 

deviennent  x — — - — , 

y—ü. 

y — o • 

C’est  une  exception  au  résultat  démontré  (82)  : toutes  les  fois 
que  l’une  des  inconnues  se  présente  sous  la  forme  g,  il  en  est 
de  même  de  la  seconde.  Mais,  dans  le  cas  dont  nous  par- 
lons, a et  a'  étant  nuis,  les  deux  équations  deviennent 


by  = c, 
b'y—c', 
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ce  sont  deux  équations  à une  inconnue  et  non  deux  équations 
à deux  inconnues. 

RÉSUMÉ. 

77.  Le  seul  cas  que  l’on  doive  examiner  à part  dans  la  formule  de  ré.-o- 
lution  d’une  équation  de  premier  degré  à une  inconnue  est  celui  où  le 
dénominateur  est  nul.  Si  le  numérateur  n’est  pas  nul  en  même  temps , 
l’équation  est  impossible.  Si  le  numérateur  est  nul , elle  est  identique 
et  la  valeur  de  l’inconnue  qui  se  présente  sous  la  forme  § est  indéter- 
minée. — 78.  Quand  l’équation  est  impossible,  il  n’en  est  pas  toujours 
de  même  du  problème  qui  y a conduit.  — 70.  Quand  la  valeur  d’une 

inconnnue  prend  la  forme  ^ on  dit  souvent  que  cette  valeur  est  in- 
finie; c’est  là  une  locution  incorrecte.  — 80.  Les  formules  de  résolution 
de  deux  équations  à deux  inconnues  ne  donnent  lieu  à aucune  difficulté 
tant  que  le  dénominateur  commun  de  la  valeur  des  inconnues  n’est  pas 
égal  à zéro.  — 81 . Si  ce  dénominateur  est  nul  sans  que  les  numérateurs 
le  soient,  les  équations  proposées  sont  incompatibles.  — 82.  Si  l'ex- 
pression de  l’une  des  inconnues  a son  numérateur  et  son  dénominateur 
égaux  à zéro,  il  en  est  de  même  de  l’expression  de  l’autre  inconnue. 
Lorsque  cela  a lieu , les  valeurs  des  deux  inconnues  se  présentent  sous 
la  forme  J,  et  les  équations  proposées  rentrent  l’une  dans  l’autre.  — 

85.  Lorsque  les  valeurs  des  inconnues  se  présentent  sous  la  forme™ 

les  équations  sont  incompatibles,  mais  il  n'en  est  pas  toujours  de  même 
du  problème  qui  leur  a donné  naissance.  — 84.  Cas  d’exception  dans 
lequel  l’une  des  inconnues  se  présente  sous  la  forme  $ sans  que  l’autre 
prenne  la  même  forme  ; on  doit  remarquer  que,  dans  ce  cas,  les  équa- 
tions proposées  sont  réellement  deux  équations  à une  inconnue  et  non 
deux  équations  à deux  inconnues. 

EXERCICES. 

I.  Quelles  relations  faut-il  supposer  entre  A,  B,  A',  B',  pour  que 

Aar  +B 
k'x  + B' 

ait  une  valeur  indépendante  de  xl 

II.  Quelles  relations  faut-il  supposer  entre  A,  B,  C,  A',  B',  C\ 
pour  que  l’expression 

Ax  -f-  By  -f-  C 
A'x+  B'ÿ+C' 
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soit  indépendante  de  a:  et  de  y?  peut-elle  être  indépendante 
de  x sans  l’être  de  y? 

III.  Trouver  une  progression  par  différence  dans  laquelle  il 
existe  un  rapport  constant  entre  la  somme  des  x première  termes 
et  la  somme  des  hx  suivants,  k étant  donné,  et  x pouvant 
prendre  toutes  les  valeurs  entières. 

IV.  Discuter  les  formules  de  résolution  de  trois  équations  à 
trois  inconnùes,  et  distinguer  les  cas  suivants  : 

Deux  d'entre  elles  peuvent  être  incompatibles,  quelle  que  soit 
la  troisième. 

L’une  d’elles  peut  être  incompatible  avec  les  deux  autres. 

Deux  d’entre  elles  peuvent  rentrer  l’une  dans  l’autre. 

L’une  d’elles  peut  rentrer  dans  les  deux  autres. 

V.  Un  vase  de  capacité  v est  rempli  dans  un  temps  t par  » 
robinets,  et  par  la  pluie  qui  tombe  sur  un  toit  de  surface  s.  Un 
vase  de  capacité  v'  est  rempli  dans  un  temps  t'  par  »'  robinets, 
et  par  la  pluie  qui  tombe  sur  un  toit  du  surface  s'  ; déterminer 
d’après  cesdon  nées,  ce  qu’un  robinet  verse  dans  l’unité  de  temps, 
et  ce  que  verse  la  pluie  sur  chaque  unité  de  surface  du  toit. 

Discuter  les  cas  d’impossibilité  et  d’indétermination,  et  les 
expliquer  à priori. 
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CHAPITRE  VIII. 

ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ. 

Résolution  de  l’équation  du  second  degré. 

8 ».  Une  équation  à une  inconnue  est  du  second  degré  quand 
elle  peut  être  mise  sous  la  forme 

[1]  ax'-\-bx-\-c=Q 

x désignant  l’inconnue  et  a,  b,  c des  nombres  donnés. 

Pour  résoudre  l’équation  [t],  multiplions  ses  deux  membres 
par  4a,  ce  qui  est  permis  (46) , pourvu  que  a ne  soit  pas  nul , 
et  faisons  passer  Aac  dans  le  second  membre,  nous  obtiendrons 

4a^c,  4 abx = — 4ae. 

Si  nous  ajoutons  P aux  deux  membres  de  cette  équation,  elle 
devient 

4 a* je1  -\-Aabx-\-b'=P  — Aac  ; 

le  premier  membre  étant , comme  il  est  facile  de  le  vérifier,  le 
carré  de  1ax-\-b,  cette  équation  peut  s’écrire 

(îax  -f-  b y =6* — 4ac , 

.ce  qui  équivaut  à 

2 ax  -j-  b — \)  b * — 4ac , 

équation  du  premier  degré,  dont  on  déduit 

m ,.r*t.gES. 

86.  Remarque  I.  La  formule  [2j  fournit  deux  valeurs  distinctes 
de  x,  car  l’expression  y 'b' — 4ac  représente,  indifféremment, 
deux  nombres  égaux  et  de  signes  contraires.  Si  par  exemple 

P— Aac  est  égal  à 9,  y/P—  Aac  est  égal  à + 3 ou  à — 3.  On 

• 
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* , 

indique,  en  général,  cette  double  valeur  du  radical  en  écrivant 
la  formule  [2]  de  la  manière  suivante 

^ — bàz\Jb' — Acte 


et  l’on  sous-entend  alors,  que  — A ac  représente  la  valeur 

positive  du  radical  et  — <Jb * — 4ac  sa  valeur  négative. 

Les  solutions  d’une  équation  sont  appelées  ses  racines  : on 
peut  donc  dire , d’après  ce  qui  précède  , que  l’équation  du  se- 
cond degré  a deux  racines  x'  et  a/',  exprimées  par  les  fonniücs 

_ —b+^b'  — Aac 
2a 

„ — b — \/b* — Aac 

x — — • 


87.  Remarque  II.  Si  b1— Aac  est  négatif,  \Jbx — Aac  ne  repré- 
sente , d’après  nos  conventions , aucun  nombre  positif  ou  né- 
gatif, et  l’équation  proposée  n’adinet  pas  de  solution.  Cepen- 
dant on  dit  alors  qu’elle  a deux  racines  imaginaires  exprimées 
par  la  formule  [2]. 

On  désigne  en  général  sous  le  nom  d’expression  imaginaire 
la  racine  carrée  d’un  nombre  négatif.  11  ne  faut  attacher  à cette 
loculion  aucune  idée  relative  à la  mesure  des  grandeurs.  Une 
expression  imaginaire,  semblable  en  cela  à un  nombre  négatif, 
ne  représente  aucune  grandeur  ; mais , de  même  que  les  opé- 
rations faites  sur  les  nombres  négatifs,  les  opérations  relatives 
aux  expressions  imaginaires  reçoivent , conventionnellement , 
un  sens , et  deviennent  un  moyen  précieux  de  généralisation. 
La  première  de  ces  conventions  consiste  en  ce  que  le  carré  de 
l’expression  </ — A est  — A ; pour  définir  les  autres  opéra- 
tions, on  convient  d’appliquer  aux  expressions  imaginaires 
toutes  les  règles  démontrées  généralement  pour  les  quantités 
réelles. 

Nous  reviendrons,  du  reste,  dans  un  chapitre  spécial,  sur  la 
théorie  des  nombres  imaginaires. 

88.  Remarque  III.  Si  5* — 4ac  est  nul,  les  deux  valeurs  de 
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sj b' — 4 ac  se  réduisent  à zéro,  et  les  racines  deviennent,  l’une 
et  l’autre, 

b 

X ~ ’ ~ 2a  ’ 


l’équation  n’admet  donc  qu’une  seule  solution.  On  dit  cepen- 
dant qu’elle  a deux  racines  égales. 


89.  En  résumé,  l’équation 

ais-f  -J-c=0 

admet  quelquefois  deux  solutions , quelquefois  une  seule , et 
quelquefois  enfin  n’en  admet  aucune.  On  dit  cependant  qu’elle 
en  admet  toujours  deux  qui  peuvent  être  réelles  et  différentes, 
réelles  et  égales , ou  imaginaires.  11  peut  sembler  puéril , au 
premier  abord  , de  choisir , ainsi , une  forme  détournée  pour 
affirmer,  dans  tous  les  cas , l’existence  de  deux  racines  qui 
n’en  existent  pas  pour  cela  davantage.  Ces  locutions  et  l’intro- 
duction dans  les  calculs  de  nombres  imaginaires  sont  cepen- 
dant une  conséquence  de  l’esprit  de  généralisation  qui  règne 
en  algèbre.  11  serait  impossible , en  effet , d’opérer  sur  des 
expressions  littérales , si  la  forme  des  résultats  changeait  avec 
la  valeur  numérique  des  lettres.  Il  faudrait , à chaque  instant , 
diviser  et  subdiviser  les  questions  pour  obtenir  les  formules 
correspondantes  à telle  ou  telle  hypothèse.  L’adoption  des 
nombres  négatifs  et  imaginaires  a pour  but  d’éviter  cet  in 
convenient.  Dans  une  question  particulière,  l’introduction 
de  ces  nombres  n’aurait  aucune  utilité  , mais  dans  l’étude  gé- 
nérale d’une  classe  de  questions , ils  permettent  d’exprimer 
et  de  démontrer,  en  une  fois , des  règles  et  des  résultats  qui 
exigeraient,  sans  cela,  des  démonstrations  et  des  formules 
distinctes. 


90.  Les  racines  imaginaires  d’une  équation  de  second  degré 
sont,  d’après  ce  qui  précède,  des  expressions  de  la  forme 


— B représentant  un  nombre  négatif.  Désignons  par  b la  racine 
carrée  de  ce  nombre  pris  positivement,  de  telle  sorte  que 

B = b\ 
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l’expression  imaginaire  qui  représente  la  racine  deviendra 

A + v/^=A+^'îXH) 

que  l’on  écrit  souvent  A + b y/—  1 . 

Remarque.  On  substitue  à v'6’X(— 1)  en  faisant  sortir 

•le  facteur  6’  hors  du  radical,  absolument  comme  s’il  s’agissait 
de  la  racine  carrée  d’un  produit  positif.  En  général,  nous  con- 
viendrons d’appliquer  aux  opérations  relatives  aux  expressions 
imaginaires  toutes  les  règles  démontrées  généralement  pour  les 
nombres  réels.  Ces  règles , dans  ce  cas  nouveau , serviront  de 
définitions  aux  opérations  qui  sans  cela  n’auraient  aucun  sens. 

91 . La  résolution  des  équations  du  second  degré  a une  telle 
importance , que  nous  ne  craindrons  pas  de  paraître  trop  mi- 
nutieux en  entrant  dans  quelques  détails  relatifs  aux  cas  dans 
lesquels  la  formule  générale  se  simplifie  légèrement. 

1°  Il  arrive  souvent  que  le  coefficient  a du  premier  terme 
est  égal  à l’unité , et  l’on  peut  d’ailleurs  faire  en  sorte  qu’il  en 
soit  ainsi  en  divisant  l’équation  par  a.  Soit 

x 1 -\-px-{-q  = 0, 

l’équation  ainsi  simplifiée  la  formule  générale  devient  alors 

[f  T. 

2 “ 9' 

il  est  indispensable  de  la  savoir  par  cœur  sous  cette  dernière 
forme. 

2°  Si,  dans  l’équation  ax?-\-bx-\-c=Q , le  coefficient  b con- 
tient le  facteur  2 en  évidence  et  est , par  exemple,  égal  à 2 k , 
les  racines  de  l’équation 

ax1  -j-  2 kx  -f-  c = 0 

prennent  la  forme 

— %k±\jW — 4ac — kdz  y/ A* — ac 

2a  ' a ’ 

et  l’on  ne  doit  jamais  se  dispenser  de  faire  cette  simplification 
lorsqu’elle  se  présente. 


7 
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Relation  entre  les  coefficients  et  tes  racines  d’une  équation  du  second  degré. 


92.  L’équation  ax'-\-bx-{-c  = O 

a , comme  on  la  vu , deux  racines 

_ —b-\-\Jb'—\uc 
* ~ 2a  ’ 


x" 


si  on  les  ajoute , on  trouve 


— b — y /&*  — 4oc. 


2a 


x'+x"=  — -, 


et  si  on  les  multiplie 


x'x"= 


( — ft-f-y/6*  — Aac)  ( — b — <Jb * — 4ae) 4ac c , 


4a» 


4a’  a ’ 


la  somme  et  le  produit  des  racines  dépendent  donc  d’une  ma- 
nière simple  des  coefficients  de  l’équation. 

D’après  cela,  la  solution  de  l’équation  du  second  degré  per- 
met de  résoudre  le  problème  suivant.  Trouver  deux  nombres 
connaissant  leur  somme  et  leur  produit. 

Soient,  en  effet,  S la  somme  de  deux  nombres  et  P leur  pro- 
duit , on  pourra  prendre , pour  ces  deux  nombres , les  racines 
de  l’équation 


[1]  x’—  Sx-fP=0, 

car  la  somme  de  ces  racines  est  S et  leur  produit  P.  Il  est  fa- 
cile de  donner  à l’équation  [l]  une  forme  qui  montre,  a priori, 
la  raison  de  ce  fait,  on  peut,  en  effet,  l’écrire 

P = Sx — x*, 

ou  P = x(S— x), 

et  l’on  voit  que  résoudre  celte  équation,  c’est  trouver  deux  nom- 
bres x et  S — x dont  le  produit  soit  P;  d’ailleurs  la  somme  de 
ces  deux  nombres  x-f- S — x est  évidemment  égale  à S. 
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Décomposition  d’un  trinôme  du  second  degré  en  facteurs  du  premier  degré. 
93.  Si  x'  et  x"  désignent  les  racines  de  l’équation 
[1]  a&-\-bx-\-c— O, 

on  a (92) 

(l 


Si  l’on  divise  les  deux  membres  de  l’équation  [1]  par  a et  que 
b c 

l’on  remplace  - et  - par  les  valeurs  précédentes,  son  premier 
membre  devient 

x‘‘-(x'+x',)x+x'x", 
ou , comme  il  est  facile  de  le  vérifier, 

( x — x')  (x — x"). 

Ainsi,  le  premier  membre  d’une  équation  du  second  degré 

x*  ±-x-\--x—0 
'a  a 

est  le  produit  de  deux  binômes  du  premier  degré  égaux  à l’excès 
de  x sur  chacune  des  racines. 

Si  l’équation  proposée  est  de  la  forme 

aa?-\-bx-\-c=0, 

c’est  seulement , après  l’avoir  divisée  par  a , que  l’on  peut  lui 
appliquer  le  résultat  précédent,  et,  par  suite , avant  celte  divi- 
sion, le  premier  membre  est  égal  à 

a[x — x/)  (x — x’'). 

94.  Le  théorème  important  qui  précède  peut  encore  se  dé- 
montrer, plus  directement,  d’une  autre  manière. 

Considérons  le  trinôme 

os’-f-  bx-\-c} 
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on  a , identiquement , 


[1]  aa*+bx+c=a(a>+b-x+ÿ=a{  (*+£)+--£,)  ; 
c b* 

or  on  peut  remplacer  - — par  l’expression  identiquement 
égale 

-(v/s^y 

et,  par  cette  substitution,  l’expression  [l]  devient  le  produit 
de  a par  la  différence  de  deux  carrés , savoir  : 

or  on  sait  que  la  différence  de  deux  carrés  est  égale  au  produit 
de  la  somme  des  racines  par  leur  différence  et,  par  suite,  l’ex- 
pression précédente  , équivalente  à ax’+te-f-c,  peut  s'écrire 

K*+4~\/eH;)  (*+^+V/S-s) 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


ata; 

où  l’on  reconnaît  l’expression  trouvée  plus  haut 
a(x — x')  (x — x"). 

Cette  formule,  quelle  que  soit  la  manière  dont  on  l’établisse, 
s’applique  évidemment  au  cas  où  x'  et  x " sont  imaginaires , 
mais , dans  ce  cas , les  deux  facteurs  {x— x')(x — x")  n’ayant 
aucune  valeur  arithmétique,  on  doit  la  considérer  comme  pres- 
que sans  applications. 

9«î.  Lorsque  les  racines  d’une  équation  du  second  degré  sont 
imaginaires,  on  peut  mettre  le  premier  membre  sous  une  forme 
particulière  très-utile  à connaître. 


ft-J-y/fr1 — A' te 


2 a 


)(«. 


— b — y/61 — 4 ac\ 

2a  J 
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Si  nous  reprenons  les  calculs  fails  plus  haut,  nous  aurons  en 
effet 

“,+lte+e=''(^+«*+ï)=0!(*+s),+H-ê|> 

les  racines  étant  supposées  imaginaires,  6* — 4 ac  est  négatif  et , 
par  conséquent , 

Ane — 6*  c b * 

4a’  a 4a' 


est  une  quantité  positive , que  l’on  peut  regarder  comme  le 
carré  de  sa  racine  carrée.  Le  premier  membre  de  l’équation  de- 
vient alors 

••K-i Wv/FSl 

et  l-’on  voit  qu’il  est  le  produit  de  a , par  la  somme  des  carrés 
de  deux  expressions  réelles. 

98.  Si  les  deux  racines  x'  et  x"  sont  égales , les  facteurs 
x — x',  x — ai’  (94)  deviennent  égaux,  et  le  premier  membre 
est  un  carré  parfait.  Ce  résultat  est  d’ailleurs  facile  à vérifier. 
Pour  que  les  racines  de  l’équation 

ax'+bx-^  c=0 


soient  égales,  il  faut  (88)  que  l’on  ait 


b'=Aac , 


remplaçant  c par  sa  valeur  et  divisant  les  deux  membres  de 
l’équation  par  a , celle-ci  devient 


c’est-à-dire 


97.  Les  relations  qui  donnent  la  somme  et  le  produit  de 
deux  racines  permettent  de  déterminer  leurs  signes  sans  ré- 
soudre l’équation. 
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On  voit , en  effet , d’après  le  signe  de  leur  produit  - , si  les 
racines  sont  de  même  signe  ou  de  signes  contraires.  Dans  le 
premier  cas,  le  signe  de  la  somme  — ^ apprendra  si  elles  sont 
toutes  deux  positives  ou  toutes  deux  négatives.  Dans  le  second 
cas,  l’une  est  positive  et  l’autre  négative,  et  le  signe  de  — - fait 
savoir  quel  est  le  signe  de  la  plus  grande. 

Exemple.  Les  racines  de  l’équation 

as* — 3x  — 4 = 0 

sont  de  signes  contraires , car  leur  produit  est  — 4 , et  la  plus 
grande  est  positive , car  leur  somme  est  positive  et  égale  à 3. 

Remarque.  Avant  d'appliquer  les  règles  précédentes  il  faut 
s’assurer  que  les  racines  sont  réelles.  Si  nous  considérons,  par 
exemple,  l’équation 

a? — 3x  -f-10=0, 

on  serait  conduit  (96)  à regarder  les  racines  comme  toutes  deux 
positives , car  leur  produit  10  est  positif  ainsi  que  leur  somme  3. 
Mais  l’expression  b*—  4oc  (87)  étant  ici  égale  à — 31,  les  ra- 
cines sont  imaginaires. 

Nous  remarquerons,  à cette  occasion,  que  les  racines  sont  tou- 

£ 

jours  réelles  lorsque  leur  produit  - est  négatif.  Si,  en  effet, 
est  négatif,  il  en  est  de  môme  de  ac,  car  on  a 

(* 

ac  = - X a* , 

et  le  facteur  «’  est  essentiellement  positif,  ac  étant  négatif , 
4ac  est  négatif,  par  suite  — 4ac  est  positif  et  il  en  est,  a fortiori, 
de  même  de  è* — 4ac;  les  racines  sont  donc  réelles. 

98.  Le  théorème  de  l’article  94 , dont  on  fait  du  reste  un 
usage  continuel  en  analyse , permet  de  résoudre  immédiate- 
ment la  question  suivante , former  une  équation  du  second  degré 
dont  les  racines  soient  des  nombres  donnés  a et  p. 
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L équation  demandée  est  évidemment 

(X  — a)  (X  — P)  = & — (a  + P)X  -f  <*p  = 0 , 

et  l’on  aperçoit  d’ailleurs  a priori , que  le  premier  membre 
(a? — a)(x — p)  s’annule  pour  x=a  et  pour  x—$.  On  voit  que 
le  coefficient  de  x est  égal  à la  somme  des  racines  prise  en  signe 
contraire  et  que  le  terme  tout  connu  est  égal  au  produit  des 
racines. 

Exemple.  Quelle  est  l’équation  du  second  degré  dont  les  racines 
sont  et  2 — \J§  ? 

On  a 2 + V,3  + 2 — ^3  — 4 

(2  + v^)(2— v/3)  = 4-3  = l, 
et  l’équation  demandée  est,  par  conséquent, 

x * — 4x-f‘l==0- 


Examen  d’un  cas  particulier  remarquable. 

99.  Lorsque,  dans  l’équation 

ax*  + &*  + <?= 0, 

on  suppose  que  le  coefficient  a prenne  la  valeur  0,  les  formules 
qui  expriment  les  racines, 

-6  + y/y— 4ac 
2a  ’ 

„ — b — v/6’ — 4ac 

KZ > 


prennent  la  forme 


d un  autre  côté , l’équation  proposée  devient 

&r+c=0; 
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elle  est  alors  du  premier  degré  et  n’admet  qu’une  seule  solution 


les  formules  générales  semblent  donc,  dans  ce  cas,  en  défaut. 

Remarquons  d’abord  que , si  réellement  il  en  était  ainsi , il 
n’en  faudrait  rien  conclure  contre  les  raisonnements  qui  y ont 
conduit,  car  ces  raisonnements  supposent , expressément  (83), 
que  « ne  soit  pas  nul. 

Cependant  les  valeurs  de  x'  et  de  x"  satisfaisant  à l’équation 
proposée,  quelque  soit  a,  lorsque  a tend  vers  zéro,  l’une  d’elles 
doit  approcher  de  la  solution  de 

bx  -(-  c — 0. 

C’est  ce  que  noua  allons  vérifier  pour  la  première.  La  seconde 
augmente  évidemment  sans  limite  quand  a diminue. 

On  a = 

2 a 

Multiplions  les  deux  termes  de  cette  fraction  par — b—sjb1 4cïc~, 

il  viendra 

x ( — b-\-\J  b * — 4 oc)  ( — b — y/  6* — 4 ac) , 

2a(  — b — y/  — 4ac) 

ou  en  effectuant  la  multiplication  indiquée  au  numérateur,  et 
remarquant  que  l’on  a le  produit  de  la  somme  de  deux  nombres 
— b \/  P — 4 ac  par  leur  différence  — b — ^b* — 4ac  ; 

x,_  b*  — 6*  + Ane  4ac 

2 a( — b — \fb’ — 4«e)  2a( — b — \Jbl — Aac) 

= 2c 

— b—iJïfZ: 4^’ 

et  sous  cette  forme , il  est  évident  que , a tendant  vers  zéro , 
x s’approche  de  la  valeur  — ^ ou  — 
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Résolution  de  Uéquation  a®1  + 6a  + e = 0,  lorsque  a est  très-petit. 

100.  La  formule  générale  qui  donne  les  racines  de  l’équa- 
tion or1  + bx  + c = 0, 

se  prête  mal  aux  calculs  numériques , lorsque  le  coefficient  a 
a une  valeur  très-petite.  On  comprend , en  effet , qu’après  avoir 
calculé  approximativement  \jb' — Aac , en  divisant  le  résultat 
par  2 a,  on  diviserai!  en  même  temps  l’erreur  qui  se  trouverait 
par  là  considérablement  augmentée.  Il  est  donc  convenable  de 
modifier  dans  ce  cas  la  formule  qui  donne  les  racines  ; oc- 

(* 

cupons-nous  seulement  de  la  racine  qui  diffère  peu  de  — ^ 
(99);  l’autre  se  trouvera  ensuite , sans  peine , puisque  la  somme 
des  deux  est  connue  et  égale  à — 

De  l’équation  ax'  -f-  bx  -f-  c = 0, 
on  déduit 


a , étant  par  hypothèse  très-petit , nous  pouvons  négliger-^-  , 
et  écrire,  comme  première  approximation. 


l’erreur  commise  en  adoptant  cetle  valeur  est  -y  ; elle  contient 

en  facteur  la  première  puissance  de  a , et  l’on  dit , pour  celte 
raison , qu’elle  est  du  premier  ordre. 

Si  nous  désignons  par  a,  l’erreur  commise  quand  on  prend 

x = — nous  aurons  exactement 
[3]  * = 
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en  remettant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l’équa- 
tion [1] , il  vient 


[4]  « 


2a«if  t'a  _ 

~j'  r: 


si  nous  négligeons,  dans  le  second  membre,  le  troisième  et  le 
quatrième  terme  qui  contiennent  en  facteurs  aa,  et  aat*,  il  vien- 
dra, comme  seconde  approximation , 


[5] 


a,  étant  du  premier  ordre  par  rapport  à a,  aa,  et  t'a  sont  res- 
pectivement du  second  et  du  troisième  ordre,  c’est-à-dire  qu’ils 
contiennent  a*  et  a’  en  facteur.  Notre  seconde  approximation , 
fournie  par  la  formule  [5] , ne  laisse  donc  subsister  que  des 
erreurs  du  second  ordre , et,  si  nous  posons,  par  conséquent, 


[6] 


x = ■ 


ac 


t,  sera  du  second  ordre , c’est-à-dire  que  son  expression  con- 
tiendrait a'  en  facteur. 

Si  nous  remettons  dans  le  second  membre  de  la  formule  [1] 
la  valeur  de  x fournie  par  la  formule  [6] , il  vient  : 


[7]  *=- 

ou,  en  développant 


[8]  * = 


ar 


K- 


c 

b ' 


b » 


à5 


b1 


ac1  V 
-¥  + *')  ’ 

O «/c  I ae*\  a’, a 


««  étant  du  second  ordre  (c’est-à-dire  contenant  a*  en  facteur), 
a, a et  ^ seront  du  troisième  et  du  cinquième  ordre.  Si  nous 

négligeons  les  termes  qui  les  contiennent,  ainsi  que -^p,  qu’il 

n’y  a dès  lors  aucune  raison  pour  conserver,  il  vient,  comme 
troisième  approximation , 

c ac ' 2a V 

x~  b 1F  W'- 


D serait  facile  de  continuer  ainsi  indéfiniment. 


Digitized  by  Google 


ÉQUATIONS  DU  SECOND  DEGRÉ.  107 

Remarque.  Les  formules  d’approximation  successives  : 

e 

x=s 

c ac * 

X = -'ô-W 

c ac ’ 2aV 

X~~b~-p  TF' 

satisfont  aux  conditions  que  l’on  doit  toujours  s’efforcer  d’ob- 
tenir dans  un  système  d’approximations  successives  : 

1“  Chacune  s’obtient  de  la  précédente  par  l’addition  d’un 
terme  de  correction  ; 

2°  L’erreur  qui  subsiste  après  l’addition  de  chacun  des 
termes  est  toujours  très-petite  par  rapport  à ce  terme. 

En  effet , quand  on  écrit  x — — l’erreur  commise  contient 
« en  facteur,  et  est,  par  suite,  très-petite  par  rapport  à — 

Quand  ou  écrit  x — — x — -rr> 
b o3 

l’erreur  commise  contient  a'  en  facteur  et  est  très-petite  par  rap- 

CLC^ 

port  à -^j-,  ainsi  de  suite. 

D’après  cette  remarque,  pour  savoir  si  la  valeur  obtenue  est 
trop  grande  ou  trop  petite,  il  suffira  d’examiner  le  signe  du 
terme  de  correction  que  l’on  obtiendrait  en  poussant  l’ap- 
proximation plus  loin. 

Soit,  par  exemple , l’équation 

0,000047#*  + 6724#  — 334  = 0 , 


6=6724, 
c = — 334, 
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c 334  c 1 

b 6724  0U 


et  on  voit  sans  peine  que  le  1er  terme  de  x est  < 


< 


10“’ 


3* 

4* 


etc... 


<_L 

<ï^ 


y 


et  pour  résoudre  l’équation  donnée  exactement  à 20  décimales, 
il  ne  faudra  calculer  que  3 termes  de  x et  encore  le  troisième 
terme  n’influence-t-il  que  le  dernier  chiffre. 

Nous  aurons  donc  : 


r 

b~~  ’&iï  ~~~  °>04967  28138  01308  74479  5 


oc*_  , 47.334*  _ , 
b%  +6725*.  10*  — + 

2 a’e»  2. 47*.  334»  _ 
é*  ~ 6724*.  10*' 


17246  76624  8 
1 2 


x'=  0,04967  28137  84061  97856 

de  plus, 

h 6724  10* 

= -7  - ■ = — 1430  63829,78723  40435  53194  48936  17 

fl  47 

donc 

x"=  — - — x'=  — 143063829,83690  68563  37253  46792 
a 

valeurs  exactes  à 20  décimales. 

On  aurait  pu  obtenir  directement  les  mêmes  valeurs  de  xt 
et  x,  par  l’emploi  de  la  formule  générale  (83). 
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Par  la  simple  division  on  obtient  d’abord 


109 


mais 

donc 


2a 


= ' 1 _ 71531914;  89361  70212  76595  74468 

94 

ô!— 4ac  = 2 X 2260  60880  31396 
= 2 X 47  54586*  ; 
v/2=  1,41421  35623  7309504880  16887 

47  54586. y/2  = 67  24000, 00466  92444  95701  82598 


, 1 i n»  _ 

e»  2a  V ^5 — 4ac— X 47  54586  . y/2 

= 715  31914, 94328  98350  60657  72324 

Nous  avons  donc 

= 715  31914,  89361  70212  76595  74468 
2a 

1 

2^6*— 4ac=  715  31914,  94328  98350  60657  72324 
et 


x'——  \Jb'—iac= 0, 04967  28137  84061 97856 

2a  1 2a  * 

x"=—  — ~ v'ô1— 4ac=  — 1430  63829, 83690  68563  37253  46792. 

2a  2a T 


Solution  de  quelques  problèmes. 

101.  Problème  1.  Calculer  la  profondeur  d'un  puits  , sachant 
qu’il  s’est  écoulé  un  nombre  t de  secondes  entre  l'instant  où  l'on  a 
laissé  tomber  une  pierre , et  celui  où  le  bruit  qu'elle  a fait  en  frap- 
pant le  fond  est  revenu  frapper  l'oreille. 

Pour  résoudre  ce  problème,  il  faut  se  rappeler  deux  principes 
de  physique. 

r L’espace  parcouru  par  un  corps  pesant  est  proportionnel 
au  carré  du  temps  écoulé  depuis  le  commencement  de  la 
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chute , et  représenté  par  la  formule , 


e-9- 
e~  2 » 

g étant  un  coefficient  constant  égal  à 9m,809. 

2°  Le  son  se  meut  (l’un  mouvement  uniforme  et  parcourt 
333  mètres  par  seconde.  Dans  le  calcul  qui  va  suivre , nous  re- 
présenterons sa  vitesse  par  w;  de  sorte  que,  dans  le  temps  t , 
il  parcoure  vt. 

Soit  x la  profondeur  du  puits  évaluée  en  mètres.  En  nommant 
<i  le  nombre  de  secondes  que  la  pierre  met  à descendre,  on  a 


[i] 


X = JT’  d’où  =y/?£. 


Si  U désigne  le  temps  que  le  son  inet  à remonter,  on  a 


[2] 

en  sorte  que 
[3] 


x=vt,,  d’où  fj=-, 
v 


y/y. 

Pour  résoudre  cette  équation,  mettons-la  sous  la  forme 

[4] 


/ — - = 


!2x 

v y 7' 

En  élevant  les  deux  membres  au  carré,  on  a 


[5] 


2te 


1x 


4*1  %AJ  . «A/  À 

v t>*  g ’ 


ou,  en  faisant  passer  tous  les  termes  dans  le  premier  membre, 

m ?-a'(ï+^)+<'=0’ 

d’où  l’on  déduit  (01) 


m 


. p+y* y/(«+g)~£ 
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Les  deux  racines  sont  réelles , car  la  quantité  placée  sous  le 
radical , 


est  évidemment  positive. 

Il  est  facile  de  voir  qu'elles  sont  toutes  deux  positives  : car 


leur  produit  est  positif,  ainsi  que  leur  somme 


Le  problème  11e  peut  cependanl  avoir  qu’une  solution,  car 
deux  puits  de  profondeur  différente  ne  peuvent  correspondre  à 
une  même  valeur  de  t.  Pour  expliquer  cette  singularité,  et  trou- 
ver quelle  est  celle  des  deux  racines  qui  répond  à la  question , 
remarquons  qu’en  élevant  au  carré  les  deux  membres  de  l’équa- 
tion [4],  nous  formons  une  équation  nouvelle,  qui,  il  est  vrai, 
ne  peut  manquer  d’ètre  satisfaite  si  la  proposée  l’est  elle-même , 
mais  qui  peut  l’être , aussi , sans  que  celle-ci  le  soit.  Les  deux 
membres  auraient,  en  effet,  même  carré  s’ils  étaient  égaux  etjde 
signes  contraires  : l’équation  [5]  équivaut  donc  réellement  aux 
deux  suivantes  : 


La  première  de  ces  équations  correspond  seule  au  problème 

proposé,  et  sa  solution,  qui  est  moindre  que  vt , puisque  t — - 

est  positif,  satisfait  à ce  problème.  La  solution  de  la  seconde 
équation,  qui  est  plus  grande  que  vt , est  par  conséquent  la  plus 
grande  racine  de  [5]  : elle  doit  être  rejetée  comme  solution 
étrangère. 

L’équation  du  problème  précédent  est 


a? 

v * 


t'  = 0. 


Dans  cette  équation , v représente  la  vitesse  du  son , égale  à 
333  environ  ; le  carré  v ' est  donc  un  nombre  assez  considérable, 

et  coefficient  de  £c*,  est  très-petit.  Il  y a donc  lieu  d’appli- 
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quer  les  formules  de  l'article  IOO;  en  adoptant  la  première,  il 
viendra 


M 


x- 


2 21 
g+v* 


dont  on  devra  se  servir  dans  les  applications,  car  on  peut,  sans 


1 • 


aucun  inconvénient,  négliger  les  quantités  de  l’ordre  ^ 

(îûtfoofl  environ,  et  l’unité  de  longueur  est  le  mètre). 

La  formule  [a]  peut,  du  reste,  se  simplifier  un  peu  si  l’on  re- 
1t 

marque  que  v étant  grand,  — est  petit;  en  sorte  qu’en  le  négli- 
geant dans  Une  première  approximation  on  peut  écrire 


x = 


2 ’ 


c’est  la  formule  qui  conviendrait,  eu  supposant  la  vitesse  du 
son  infinie.  Pour  obtenir  un  terme  de  correction,  posons 

gP  , 

* = % + “■  . 

Nous  aurons , pour  déterminer  « , 

P -9» 


d’où  . 


2 ,21  2 
g'v 

0=?f  + £iJ+— . 

g v v 


a t 


Négligeant  —,  qui  est  à la  fois  très-petit  à cause  du  facteur  « 

et  du  facteur  -,  on  en  déduit 
v 

2o’ 

et  l’on  a enfin,  comme  valeur  approchée  de  x, 

££*•_££ 

2 2ü  ’ 
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Problème  II.  Diviser  une  droite  en  moyenne  et  extrême  raison , 
e’est-àrdire  la  partager  en  deux  parties  telles  que  l’une  d’elles  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  la  ligne  entière  et  l'autre  partie. 

Soient  a la  ligne  donnée  et  x la  plus  grande  partie,  on  doit 
avoir 

a : x ::  x : a — x, 
ou  x*=(a  — x)a 

a^-^-ax — a’=0, 

et , par  suite , 


L’une  des  racines  est  positive  et  donne  la  valeur  de  x,  l’autre 
est  négative  et  doit  être  rejetée. 

On  peut  interpréter  la  racine  négative.  Désignons-la  en  effet 
par  — « ; on  doit  avoir 

(-.)•  = «[«  -(-«)], 

ou  «’=a{a-f-a)» 

donc  a est  moyenne  proportionnelle  entre  a et  a-f  * » et  répond 
évidemment  h la  question  suivante. 

Trouver  sur  la  ligne  AB  prolongée 

X A ~B 

un  point  X,  tel  que  la  distance  AX  la)  soit  moyenne  propor- 
tionnelle entre  AB  (a)  et  XB  (a+«). 

Il  arrive  donc,  comme  dans  la  plupart  des  problèmes  du  pre- 
mier degré  (78),  que  la  solution  négative  doit  être  portée  sur 
la  droite  AB  en  sens  opposé  à la  solution  positive. 

Problème  III.  Trouver,  sur  une  li- 
gne PQ,  un  point  X également  éclairé 
par  deux  lumières  A et  B dont  les  in- 
tensités sont  i et\’\ on  donne  AP=a, 
BQ=b  et  PQ  = d.  AP  et  PQ  étant 
les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  A et  B sur  la  ligne  PQ. 

On  doit  se  rappeler,  pour  résoudre  ee  problème,  que  l’inten- 

8 
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II  i 

site  de  la  lumière  est  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance 
du  point  éclairé  au  point  lumineux,  de  sorte  qu’une  lumière 

d’intensité  i éclaire  à la  distance  x avec  une  intensité 

On  doit  avoir,  par  conséquent, 

i i' 

W~  m 

ou  en  désignant  PX  par  x,  et,  par  conséquent,  QX  par  d—x 

i ï 

a'  -j-  b1  -f- (d  — -x)* 

ou,  en  chassant  les  dénominateurs, 

— a;)’]  i = (a*  -f-  &)  i1 . 

Sans  entrer  dans  les  détails  de  la  solution  de  cette  équation 
et  des  conditions  de  possibilité  du  problème,  cherchons  à in- 
terpréter les  solutions  négatives  qu’elle  peut  avoir.  En  dési- 
gnant par  — a une  solution  négative,  on  doit  avoir 

i t' 

ô*+7*  “ bi  + (d+af 

ce  qui  est  précisément  l’équation  que  l’on  aurait  dû  écrire  si, 
cherchant  le  point  X à gauche  de  P,  on  avait  désigné  par  a 
sa  distance  inconnue  au  point  P.  Les  solutions  négatives  four- 
nissent donc  des  solutions  du  problème  proposé,  pourvu  que 
l’on  porte  la  longueur  qu’elles  représentent  à gauche  du 
point  P,  c’est-à-dire  dans  un  sens  opposé  à celui  qui  corres- 
pond aux  solutions  positives. 

résumé. 

88.  Résolutiou  de  l'équation  ar’-)-6x-|-c=0.  — 86.  La  formule  trouvée 
dépend  de  l’expression  y/ b* — iac  et  est , par  conséquent , susceptible 
de  deux  valeurs  distinctes.  On  exprime  ce  résultat  en  disant  que  l’é- 
quation du  second  degré  a deux  racines.  — 87.  Lorsque  \/ba—iac  est 
négatif,  \Jb%—kac  ne  représente  aucun  nombre  positif  ou  négatif;  on 
dit  alors  que  les  racines  sont  imaginaires. — 88.  Si  \Jb* — 4ac  est  nul,  il 
n’y  a qu’une  seule  racine;  mais  on  dit  qu’il  y a deux  racines  égales.  — 
89.  Indication  des  motifs  qui  font  adopter  ces  loculion».  — 80.  Dans 
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tous  les  cas , on  peut  dire  que  l’équation  du  second  degré  a deux  ra- 
cines. — 91.  Expression  de  la  somme  et  du  produit  des  racines.  — 

92.  Trouver  deux  nombres  connaissant  leur  somme  et  leur  produit.  -- 

93.  Le  premier  membre  d’une  équation  du  second  degré  qui  a pour  ra- 
cines x'  et  æ"  peut  être  mis  sous  la  forme  (x — x1)  ( x — x").  — 94.  Autre 
démonstration  du  môme  théorème.  — 9o.  Forme  du  premier  membre 
lorsque  les  racines  sont  imaginaires.  — 96.  Si  les  deux  racines  sont 
égales , le  premier  membre  est  un  carré.  — 97.  Les  relations  qui  don- 
nent la  somme  et  le  produit  des  racines  permettent  de  prévoir  leurs 
signes  sans  résoudre  l’équation,  pourvu  que  l’on  soit  assuré  qu’elles  ne 
sont  pas  imaginaires.  — 98.  Équation  dont  les  racines  sont  données.  — 
99.  Examen  du  cas  où  le  coefficient  de  x*  est  nul  ou  très-petit.  — 100. 
Application  à un  exemple.  — 101.  Solution  de  quelques  problèmes. 
Cas  où  une  racine  positive  doit  êtré  rejetée  comme  solution  étrangère. 
Cas  ou  une  racine  négative  s’interprète. 

EXERCICES. 

I.  Former  la  somme  des  carrés,  la  somme  des  cubes,  la 
somme  des  quatrièmes  puissances  et  la  somme  des  inverses  des 
quatrièmes  puissances  des  racines  de  l’équation 

ax*  -f-  bx  -f-  c = 0. 

II.  Conditions  nécessaires  pour  que  la  fraction 

Ax^Bx-f-C 

A'x’+B'x+C' 

soit  indépendante  de  x. 

III.  Si  l’on  a 

AxM-Bx-fC  _ Ay’+By+C  _ Az’+Ba-fC 
A'x*+B'x-fC'  ~ Ay+B'y+C'  A'z’-t-B'a+C” 

deux  des  nombres  x,  y,  z sont  égaux  entre  eux,  à moins  que 
l’on  n’ait 

A _ B _ C 
A'  B' — C" 

IV.  Conditions  pour  que  la  fraction 

Ay’-fBxy-l-Cx’-j-Dÿ-l-Ex-f-F 

Ay+B'xy-j-C'x’+D'y+E'x-l-F'  , 

soit  indépendante  de  x et  de  y. 
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V.  Un  voyageur  part  d’un  point  B pour  aller  vers  C,  en 
même  temps  qu’un  autre  voyageur  part  de  C pour  aller  vers  B. 
Chacun  d’eux  marche  avec  une  vitesse  constante.  Ces  deux  vi- 
tesses ont  un  rapport  tel  que  le  premier  arrive  en  C quatre 
heures  après  qu’ils  se  sont  rencontrés,  et  le  second  arrive  eu  B 
neuf  heures  après  cette  rencontre.  Quel  est  le  rapport  des 
vitesses? 

VI.  Résoudre  l’équation 

2x\/x — 3x  = 20. 

VU.  Résoudre  l’équation 

2®*+3a;— 5^8**  4- 3*  4-9+ 3=0. 

VIH.  Résoudre 


x — v2  — #+^2 — 

IX.  Résoudre 

V^(î  + xf  — v'(l-x)’  = ^1  —X1. 

X.  Résoudre 

l 1 v^3 

1 — y^i — x 1 1 4~  i ** 

XI.  Résoudre  x3 + v/5#+’iri  = 42  — bx. 

XII.  Limite  de  ^xl-\-bx-\-\  — x lorsque  x augmente  indé- 
finiment. 

t 

XIII.  Limite  de  a — <J a'—  b.  a et  b augmentant  de  ma- 

ô* 

nière  à ce  que  le  rapport  - s'approche  d’une  limite  fixe. 

XIV.  On  donne  un  cercle  et  un  point  0 sur  un  diamètre. 
Trouver  une  droite  P perpendiculaire  à ce  diamètre  et  telle 
qu’en  menant  par  le  point  0 une  sécante  qui  coupe  le  cercle 
en  A et  B,  et  désignant  par  p et  q les  distances  des  points  A 
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et  B à la  droite  P,  la  somme  X-  ~ soit  indépendante  de  la  di- 
rection de  AB. 

XV.  Deux  cercles  étant  placés  l’un  dans  l’autre,  trouver 
sur  la  ligne  des  centres  un  point  tel  que  les  distances  à deux 
points  où  les  cercles  sont  coupés  par  une  môme  perpendiculaire 
à la  ligne  des  centres  soient  dans  un  rapport  constant. 

XVI.  Résoudre  l’équation 

— 4-  — — a /—  j-—  a 

8a  “f"  3 V 3a  ' 4 2* 

XVII.  Résoudre  t/l±jg-L+aaf 

y 1 — ox  1 — ax 

XVIII.  Résoudre  (î±£Y=i  + 

\a—xj  1 ab 

XIX.  On  donne 

ab — |(a  -f  b)  (ar-f  y)  + xy= 0, 
cd  — £ (c  -j-  d)  (x  -f-  y) -j-  xy  =0  ; 
déduire  de  ces  équations 

(x — y )* (a—c)  (a — d)(b — c)  ( b—d) 

4 ~ 0 t+b—c—d f 

XX.  Trouver  la  relation  rationnelle  qui  doit  exister  entre 
a,  b,  c,  a',  b',  d,  pour  que  les  deux  équations 

ax*  -J-  bx  -(-  c = 0 
a'x*-\-b'x-\-c'—0, 

aient  une  racine  commune.  Faire  voir  que  dans  ce  cas,  les  ra- 
cines peuvent  s’exprimer  sans  radicaux. 

XXI . Résoudre  *Ja-\-x -f  y 'b  + ïc -J- \Jc-\-x  = 0. 

XXII.  Résoudre 

c x d x =■  0; 
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montrer  que  x s’obtient  par  une  équation  du  premier  degré, 
et  que  \Ja-\-x,  \'b-\-x,  \Jc  + x,  \/d-\-x,  peuvent  s’exprimer 
rationnellement  en  a,  b,  c,  d. 

XXIII.  Résoudre 

fz1 — [mx* — 2c(a-f"  f)x  — — k'fx' = 0 ; 

déduire  de  cette  équation  la  valeur  de  s qui  correspond  à 

2 ca 

~ r’ 

vérifier  que  cette  valeur  ne  contient  pas  de  radicaux. 
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EQUATIONS  QUI  SE  RAMÈNENT  A CELLES 
DU  SECOND  DEGRE 


Equations  bicarrées. 

102.  Quelques  équations  d’un  degré  plus  élevé  que  le  second 
peuvent  se  ramener  à celles  du  second  degré  par  un  change- 
ment d’inconnue. 

Nous  considérerons  en  particulier  l’équation 

[1]  flx‘4-ôx*-|-c  = 0 

que  l’on  nomme  équation  bicarrée. 

Si  l’on  prend  x*  pour  inconnue,  cette  équation  devient  du  se- 
cond degré  : en  posant,  en  effet,  x'—z,  on  a x*=a*  et  l’équa- 
tion [1]  devient 

azx-\-  &2-f~c=0, 

d’où  l’on  déduit  < = — — ; 

la 

et,  par  suite,  x=±  y/ — -~—^a  ^ ■ 

x admet  donc,  en  général,  quatre  valeurs  égales  deux  à deux  et 
de  signes  contraires.  Toutes  les  quatre  sont  réelles  si  les  deux 
valeurs  de  z sont  positives;  si  l’une  de  ces  valeurs  est  positive 
et  l’autre  négative,  la  première  seulement  admet  une  racine 
carrée  réelle,  et  deux  des  valeurs  de  x sont  imaginaires  ; enfin, 
si  l’équation  en  s a ses  deux  racines  négatives  ou  imaginaires, 
x n’admet  aucune  valeur  réelle. 


Transformation  des  expressions  de  la  forme  \a  + >fî>. 

105.  On  peut  quelquefois  transformer  les  expressions  de  la 
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forme  y a \jb  en  une  somme  de  deux  radicaux  simples,  et 
poser 

[1]  \Ja  + y/b=zyJx  + <fij , 

x et  y étant  cominensurables,  sans  cela,  la  transformation 
n’aurait  aucun  avantage.  On  a,  en  effet,  en  élevant  au  carré 
les  deux  membres  de  l’équation  [1], 

[21  a+\fb=x  + y-\-îy/xy. 


équation  à laquelle  on  satisfera  évidemment  si  l’on  pose 


[3] 

et  par  suite 

[4] 


a = x + y, 
\/b= ïjxy, 

'a  = x + y, 

. b — Axy . 


D’après  ces  deux  équations  [4],  x et  ?/  sont  (95)  les  deux  ra- 
cines de  l’équation 

Z1  — «3-|—  7 = 0, 

4 


c’est-à-dire 


a+v/o’ — b 

a — y/u* — b 
2 ‘ 


Si  donc  a 1 — b est  un  carré,  les  valeurs  de  a;  et  de  y seront 
rationnelles  et  la  transformation  sera  effectuée  par  la  formule 

[5]  *Cj vT=  \/“±^+ 


Cette  formule  [5]  est  vraie  quels  que  soient  a et  b , mais  il 
n’y  a avantage  à l’employer  que  si  a’—  b est  un  carré. 

104.  Remarque  I.  La  démonstration  de  la  formule  [5] 
laisse  subsister  une  difficulté  sur  laquelle  il  convient  de  re- 
venir. 
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L’équation  à laquelle  il  faut  satisfaire  étant 

[1]  Ja+yji  = \/x+\fÿ. 

Nous  avons  commencé  par  lui  substituer  la  suivante, 

[21  a-\-\fb=zx-\-y-\-2yjFy , 

que  l’on  obtient  en  élevant  ses  deux  membres  au  carré.  Or  cette 
équation  [2]  est  plus  générale  que  la  proposée,  elle  pourrait  être 
satisfaite  si  l’on  avait 

—sja-\-\fb=\fx-\-\/'ÿ. 

Mais  si  nous  convenons  de  prendre  les  radicaux  avec  le 
signe  -f-,  cette  dernière  égalité  deviendra  impossible  et  l’équa- 
tion [2]  devient  alors  complètement  équivalente  à [1].  Il  est 
. évident  que  l’on  y satisfera,  en  posant 


a = x-\-y. 
\Jb=.  2>Jxy 


Lorsque,  à ces  deux  équations,  nous  substituons 


a = x + y, 
b — Axy, 


il  se  présente  une  difficulté  analogue  à la  précédente;  l'équa- 
tion b=\xy  est  plus  générale  que  <Jb  = 2\Jxy  et  pourrait  être 
satisfaite  si  l’on  avait  — \lb=2jxy,  mais  la  difficulté  disparaît 
encore,  si  l’on  convient  que  tous  les  radicaux  sont  positifs. 

108.  Rbmarqdb  IL  Si  l’on  avait  à transformer  \’a  — \/b  on 
poserait 

Va — \fb=^x — \[y , 

ou  a — \Jb=x-\-y — 2^xy, 

et  l’on  y satisfera  évidemment  en  posant 

a=x  + y, 
yfb=2\jlcÿ. 
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qui  ne  diffèrent  pas  des  équations  [4].  x et  y ont  donc  les 
mêmes  valeurs  que  dans  le  cas  précédent,  et  l’on  a, 


106.  Remarque  III.  Pour  satisfaire  à l’équation 
[2]  a + \Jb  = x + y + ^xÿ, 


nous  avons  posé  [3]  a = x -f-  y, 

y/à  = 2\^ÿ, 

il  est  évident,  en  effet,  que  ces  deux  équations  entraînent  la 
proposée,  mais  on  peut  démontrer,  en  outre,  qu’elles  sont  né- 
cessaires si  l’on  suppose  que  o,  b,  x et  y soient  rationnels. 

En  général,  si  l’on  a 

[1]  a-\-y/b  = a! -\-y/F\ 

a,  b,  a',  b'  étant  rationnels , il  faut  que  a et  b soient  respecti- 
vement égaux  à a*  et  b'.  On  déduit,  en  effet,  de  [1] 

y/b  = d — a-\-y/V , 

et,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré, 


b=(a' — a)’-|-2(o' — a)y/b'-\-b': 

le  premier  membre  est  commensurable,  et  si  l'on  n’avait  pas 
a!  = a,  le  second  ne  le  serait  pas;  a doit  donc  être  égal  5 al,  et 
il  faut,  par  suite,  que  b soit  égal  à b'.  Pour  appliquer  ce  ré- 
sultat à l’équation  [2],  il  suffit  de  remplacer  a'  par  x-\-y  et  b 
par  Axy,  car  2^xy=y/Axy. 


Quelques  exemples  d’équations  simultanées  de  degré  supérieur  au  premier. 

107.  La  résolution  des  équations  simultanées  est  une  des  ques- 
tions les  plus  compliquées  de  l’algèbre.  Nous  n’avons  pas  l’in- 
tention d’en  aborder  ici  la  théorie  générale,  nous  nous  borne- 
rons à traiter  quelques  cas  fort  simples. 
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On  peut  résoudre  deux  équations  à deux  inconnues,  l’une  du 
premier  et  l’autre  du  second  degré. 

Soit,  en  effet,  le  système 

[1]  ax-\-by=c , 

[2]  Ày*+B;ry+C^+Dÿ+Ea:-fF==0. 


On  déduit  de  l’équation  [1] 


[3] 


y—- 


c — ax 


En  portant  cette  valeur  dans  l’équation  [2],  on  obtiendra  une 
équation  du  second  degré  en  a:,  qui  fournira,  pour  cette  incon- 
nue , deux  valeurs , à chacune  desquelles , correspondra  une 
valeur  de  y fournie  par  la  formule  [3]. 

108.  Nous  résoudrons  encore  quelques  systèmes  simples  , 
pour  faire  connaître  des  artifices  fréquemment  employés. 

1*  Soit  le  système  a?y-\-y'x= 30, 


1.1  5 

J = — 

x~  y R 


6’ 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs  de  la  seconde  équation, 


xy{x+y)= 30, 

§{x-\-y)=hxy. 

Si  donc  on  considère  xy  et  x-\-y  comme  deux  inconnues  « 
et  v , on  aura , ' 

kd  = 30 , 

6d=5k. 


La  seconde  équation  donne  d=^k;  en  substituant  cette  va- 

O 

leur  dans  la  première , elle  devient 

. !“•=»>. 

k*  = 36, 

«=dt6; 
t>  =±  5. 


ou 


et  on  eu  conclut, 
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II  faut  adopter  le  même  signe  pour  la  valeur  de  a et  pour 
5 

celle  de  v,  puisque  v — ^u. 

Si  nous  adoptons  les  valeurs  a = 6 , v = 5 , on  a 

x+y  = 5, 
xy  = 6, 

d’où  l’on  déduit  pour  x et  y les  valeurs  2 et  3, 

Si  nous  adoptons  v = — 6,  a = — 5,  on  a 

x-\-y—  — 5 , 
xy=— 6, 

d’où  l’on  déduit  pour  x el  y les  valeurs  —6  et  I. 

2°  Soit  encore  le  système 

4 4 + y_8+4y  . 12y* 

y,_r  y x T a*  ’ 

4y* — xy  — x. 

La  première  équation  devient , si  l’on  chasse  les  dénomi- 
nateurs , 

4x'-f  (4 -f  y)ya?= (8  -f  Ay)xyx + 1 2y\ 

que  l’on  peut  écrire , 

aj*(2 + yf  - 4xy\2  -f-  y)  -f  4y* = 1 6y‘ , 

le  premier  membre  étant  le  carré  de  «(2-j-y)—  2y*,  cette  équa- 
tion peut  s’écrire, 

[x(2+î0-2y7=(4y*)*; 

ce  qui  équivaut  à 

x(î+y)  — îy'=±4y'. 

Nous  pouvons  donc,  au  système  proposé,  substituer  les  deux 
suivants  : 

x(2-f  y)— 2y’=4y*  x(2-\-y)—1yx=—Ayx 

4y'—xy=x  4y'—xy=zx, 

que  l’on  résoudra  sans  difficulté  en  résolvant  la  seconde  équa- 
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tion  par  rapport  h x,  ei  reportant  la  valeur  trouvée,  dans  la 
première. 

109.  Quelques  problèmes  sont  considérablement  simplifiés 
par  un  choix  habile  de  l’inconnue.  En  voici  un  exemple  : 
Trouver  quatre  nombres  en  proportion , connaissant  la  somme 
des  moyens  2s,  la  somme  des  extrêmes  2s’,  et  la  somme  des  carrés 
des  quatre  termes  4q. 

Prenons  pour  inconnue  le  produit  x des  moyens,  leur  somme 
étant  2s,  ils  sont  (92)  racines  de  l’équation 

z 1 — 2ss  -J-.^=0, 

et  égaux,  par  conséquent,  à 

, x, 

s — v'«*  — x‘ 

On  verra,  de  la  même  manière,  que  les  extrêmes  sont 
s'  yV’ — x, 
s'  — vV1 — *• 

Eu  formantia  somme  des  carrés  de  ces  quatre  expressions, 
on  trouve 

4s*+4s”— 4z, 

l’équation  du  problème  est  donc 

4s,-f-4s'i — 4x=4q  ; 

d’où  l’on  déduira  la  valeur  de  x,  et,  par  suite,  les  quatre  termes 
de  la  proportion  qui  sont,  tout  calcul  fait, 

S'  + V/?-— «*>  s -f-  \Jq — A s — \q  — s'1,  s' — \Jq  — s'- 
il est  naturel  de  prendre  pour  inconnue  le  produit  des 
moyens,  parce  que  ce  produit,  pour  chaque  proportion,  n’ad- 
met qu’une  seule  valeur.  Si  l’on  cherchait,  par  exemple,  à dé- 
terminer un  des  moyens , on  devrait  les  trouver  tous  les  deux 
par  le  même  calcul , car  rien  ne  les  distingue  dans  l’énoncé. 
L’équation  serait  donc  au  moins  du  second  degré. 
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110.  Nous  donnerons  encore  la  solution  du  problème  suivant: 

Trouver  une  proportion  connaissant  la  somme  4s  de  ses  termes , 
la  somme  4q  de  leurs  carrés  et  la  somme  4c  de  leurs  cubes. 

Prenons  pour  inconnue  la  différence  Ax  entre  la  somme  des 
extrêmes  et  la  somme  des  moyens,  soient  y le  produit  des  ex- 
trêmes et  a,  b,  c,  d les  quatre  termes  de  la  proportion,  on  a 

a b -f-  c -|-  d ~ 4s , 
a-\-b — (c-\-d)—Ax\ 

d’où  l’on  déduit,  a-f  b=1s+1x , 

c-\-d=2s — 2x , 

comme  l’on  a , ab=y , 

Cdz=y, 

on  en  déduit  (02)  pour  a,  b , c,  d les  valeurs 
*-f  æ-j-y/(s-}-x)‘— y, 

*+*— */(«  + «*)— y» 

• ^ 

s — #4V(5 — x)' — y > 

s — x — y^(s  — x )’ — y. 

La  somme  des  quatre  carrés  est , comme  on  le  calcule  faci- 
lement , 

8(s*  + tr1)  — Ay , 
et  la  somme  des  quatre  cubes , 

16s(s’-f  3^)—  12sy , 
ce  qui  fournit  les  équations, 

—*y  = Aq, 

16s(s*-(-3a^) — 12sy  = 4c , 

que  l’on  résoudra  sans  difficulté. 

RÉSUMÉ. 

J 

102.  Résolution  de  l’équation  bicarrée;  elle  peut  avoir  les  quatre  racines 
réelles,  deux  racines  réelles  et  deux  imaginaires , ou  quatre  racines 
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imaginaires.  — 105.  Transformation  de  l'expression  \a-\-^b  en  une 
somme  de  deux  radicaux.  — 101.  Examen  de  quelques  difficultés  que 
peut  présenter  la  démonstration  précédente.  — lOiî.  On  peut  par  le 

même  calcul,  transformer  y ! a — \Jb.  — 10G.  Pour  que  deux  expressions 
de  la  forme  a-j-y/6^  a'-fy  V soient  égales,  o,  6,  a',  b',  étant  des  nom- 
bres commensurabies,  il  faut  que  l’on  ait  a=a',  6 = 6'.—  107.  Réso- 
lutions de  deux  équations  à deux  inconnues,  l’une  du  premier,  l’autre 
du  second  degré.  — 108.  Systèmes  d’équations  qui  se  simplifient  par  un 
changement  d’inconnues."  — 109  et  110.  Solutions  de  deux  pro- 
blèmes qui  deviennent  très-faciles  par  un  choix  habile  de  l’inconnue. 

EXERCICES. 

I.  Résoudre  les  équations 

a"xm  -(-  bmyH = î \J  amxm  bny" 
xy  — ab. 

II.  On  donne  la  somme  q des  surfaces  de  deux  rectangles,  la 
somme  a de  leurs  bases,  et  les  surfaces/»  et  p',  des  deux  rec- 
tangles qui  auraient  la  base  de  l’un  et  la  hauteur  de  l’autre. 
Trouver  ces  rectangles. 

III.  Trouver  une  progression  par  quotient  connaissant  la 
somme  de  ses  termes,  la  somme  de  leurs  carrés  et  la  somme 
de  leurs  cubes. 

IV.  Résoudre  — =q , — = q>,  — = q*. 

z y x 

V.  Résoudre  «{y+s)=j», 

y{x+z)=p\ 
z(x+y)—p ". 

VI.  Résoudre  1{ab-\-xy)  -f  (a+6)  [x-\-y) — 0 , 

%cd-\-xy)  -f-  (c  +<f)  (ar-f-y)  = 0. 

VII.  Résoudre  x-\-y=a,  tr*+y*=d‘. 

VIII.  Résoudre  les  deux  équations 

a*— af*= 3xy , 

(y/ÿ— y/æ)  (a — «) = 3 \/ï  (j; -f  y). 
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IX.  Résoudre  y/î+ y/|  = -|=+ 1 , 

i/âty-j-  v''a?ÿ*=78. 

X.  Résoudre  les  équations 

y \J{a—x)(x—b)  + x \J{a—y){b-^ÿ) 

= 2 [6  y' {a  — x){a—y)  + a \J{x—  b)  {b— y)]  ^ 
xy  = 4ab 

XI.  Résoudre  les  équations 

xi/z  , xi f z 

— f—  —U,  — f-  =b,  — f—  = c. 

x-\-y  x+z  y-\-z 

XII.  Trouver  quatre  nombres  en  progression  par  quotient 
connaissant  leur  somme  et  celle  de  leurs  carrés. 

XIII.  Trouver  un  nombre  de  deux  chiffres  tel  que,  divisé  par 
le  produit  de  ces  deux  chiffres , il  donne  pour  quotient  5 £,  et 
que,  si  on  retranche  9,  on  obtienne  le  nombre  renversé. 

i 

XIV.  Trouver  un  nombre  de  trois  chiffres  tel  que  le  second 
chiffre  soit  moyen  proportionnel  entre  les  deux  autres , que  le 
nombre  soit  à la  somme  de  ses  chiffres  comme  124  est  à 7,  et 
qu’en  lui  ajoutant  594 , on  obtienne  le  nombre  renversé. 

XV.  Résoudre  les  équations 

i » /x~y  20 

X V x + y~ æ-fÿ’ 
cc*+y«= 34. 

XVI.  Résoudre  les  équations 

(x+y)(xy+\)=\Zxy , 

(x*  y *)  {x'y*  + 1 ) = 208x’y*.  ■ 

XV II.  Résoudre  les  équations 

\ x*  -f  V *V  + VY  -f  v Y®*  = « » 

x + V + 3 y'  bxy  = b. 
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XV111.  Résoudre  les  équations 

a*+gy+y*  _ _ *3—xy+y'  _ . 

x-\-y  ’ x — y 

XIX.  Trouver  cinq  nombres  en  progression  par  différence 
connaissant  leur  somme  et  leur  produit. 

XX.  Trouver  quatre  nombres  en  progression  par  différence 
connaissant  leur  somme  et  celle  de  leurs  inverses. 

XXI.  Résoudre  les  deux  équations 

(1  — + y’)-U  +<*Kl—f)=*atyîT7> 

Axy  — y/2(  1 — x1)  ( 1 — y'). 

XXII.  Résoudre  les  deux  équations 

(x* + 26x*y  -f  a*y*Xÿ* + 2 bxy1  -|-  a?xr) (a* — é’Xô-f-c)  'xly\ 
xs-|-ys=2cxy. 

XXIU.  Résoudre 

V^l  — x * — v7l  — y’—  m 
xy-{-\J\ — x'  y'i — y*  = n. 


9 
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CHAPITRE  X. 


THEORIE  DES  INÉGALITÉS. 

. Définitions. 

111.  On  dit  qu’un  nombre  A , est  plus  grand  qu’un  autre 
nombre  B,  lorsque  la  différence  A— B est  positive.  D’après  cette 
définition,  tout  nombre  positif  est  plus  grand  qu’un  nombre 
négatif,  et  les  nombres  négatifs  sont  d’autant  plus  grands  que 
leur  valeur  absolue  est  plus  petite. 

Exemples.  On  a l > — 8 , 

— 7>-20, 

on  a aussi  O > — 4. 

112.  Lorsqu’une  expression  qui  dépend  d’un  nombre  in- 
connu , doit  être  plus  grande  ou  plus  petite  qu’une  autre,  cette 
condition , que  l’on  nomme  inégalité,  permet,  en  général,  d’a  s- 
signer  des  limites  entre  lesquelles  l’inconnue  doit  être  ou  ne 
doit  pas  être  comprise.  Nous  en  donnons  dans  ce  chapitre 
quelques  exemples. 

Principes  généraux  relatifs  aux  inégalités. 

115.  Une  inégalité  étant  donnée,  on  peut,  sans  altérer  les 
conditions  qu’elle  exprime , ajouter  ou  retrancher  un  même 
nombre  à ses  deux  membres,  et  par  conséquent,  faire  passer 
un  terme  d’un  membre  dans  l’autre  comme  s’il  s’agissait  d’une 
équation.  On  ne  change  pas , en  effet , la  différence  de  deux 
nombres,  en  les  augmentant  et  les  diminuant  également , et 
l’inégalité  qui  existait  entre  eux,  subsiste,  par  conséquent,  dans 
le  même  sens,  après  celte  addition. 

Ainsi,  à l'inégalité  A>B 
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on  peut  substituer,  quel  que  soit  m , 

A + »i  > B -f-  m. 

1 14.  On  peut  aussi  multiplier  par  un  môme  nombre  les  deux 
membres  d’une  inégalité,  pourvu  que  ce  nombre  soit  positif.  Les 
deux  conditions 

A>B, 
mk  > wiB , 

sont,  en  effet,  complètement  équivalentes  puisque  la  différence 
mk  — wîB  ou  m{k  — B)  est  de  même  signe  que  A — B,  si  m est 
positif. 

On  peut  aussi  multiplier,  par  un  nombre  négatif,  les  deux 
membres  d'une  inégalité,  mais  il  faut  alors  en  changer  le  sens. 
Ainsi,  n désignant  un  nombre  négatif,  les  inégalités 

A>B, 

wA<[nB 

sont  équivalentes , car  la  différence  «A  — «B  ou  n(A  — B)  est  de 
signe  contraire  à A — B. 

La  même  remarque  s’applique  à la  division  des  deux  mem- 
bres d’une  inégalité  par  un  même  nombre,  car  la  division  par 

m revient  à la  multiplication  par 

115.  Il  n’est  pas  toujours  permis  d’élever  au  carré  les  deux 
membres  d’une  inégalité,  il  faut  pour  cela  qu’ils  soient  positifs. 
On  a , par  exemple , 

4>-7 
— 3>  — 9, 

et,  en  élevant  les  deux  membres  au  carré,  on  serait  conduit  aux 
inégalités 

16>  49, 

9>81 

qui  sont  inexactes. 

On  ne  peut  pas  non  plus  extraire  la  racine  carrée  des  deux 
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membres  d’une  inégalité , à moins  que  l’on  ne  prenne  les  ré- 
sultats positivement.  Ainsi 

A*>B* 

n’enlratne  A>B 

que  si  A est  positif. 

116.  Quand  on  a deux  inégalités  qui  ont  lieu  dans  le  même 
sens 

A>B, 

C>D; 

si  on  les  ajoute  membre  à membre,  on  obtient  uuc  nouvelle 
inégalité 

A-fC>B  + D 

qui  est  exacte , mais  qui  ne  peut  pas,  comme  lorsqu'il  s'agit 
d'équations,  remplacer  une  des  deux  proposées;  en  d’autres 
termes,  les  deux  systèmes 

( A>B 
( C>1) 

( a>b 

{ A+C>B+D 

ne  sont  pas  équivalents.  Le  second  est  une  conséquence  du  pre- 
mier, mais  le  premier  n’est  pas  une  conséquence  du  second. 


Inégalités  du  premier  degré  à une  incounue. 

117.  Une  inégalité  à une  inconnue  est  dite  du  premier  degré 
quand  elle  peut  se  ramener  à la  forme 

Xx  -j-  B > X'x  -{-  B', 

A , B , A',  B'  désignant  des  nombres  donnés.  Four  trouver 
les  valeurs  de  x qui  y satisfont , je  fais  passer  les  termes  d’un 
membre  dans  l’autre  (113),  de  manière  il  lui  donner  la  forme 

(À  — A>>B'— B, 
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en  divisant  les  deux  membres  par  A — A',  on  en  déduira,  sui- 
vant que  cette  différence  sera  positive  ou  négative 


x> 


B'  — B 
A — A' 


ou 


x< 


B'  — B 
A — A'* 


Il  suffit  donc,  suivant  le  cas,  de  prendre  x plus  grand  ou  plus 
pe’it  qu’une  certaine  limite.  On  peut  remarquer  que  cette  limite 
est  précisément  la  valeur  de  x qui  rendrait  les  deux  membres 
égaux. 

118.  Nous  résoudrons,  comme  application , la  question  sui- 
vante : 

Deux  points  A et  B sont  situés  à une  distance  2c , on  sait 
qu’un  point  M est  tel  que  AM -f- MB  = 2a,  a étant  une  ligne 
donnée , plus  grande  que  c ; entre  quelles  limites  doit  être  com- 
prise la  distance  AM? 

Supposons  d’abord  AM  > BM  ; en  nommant  a?  et  y ces  deux 
lignes  AM  et  BM,  on  a,  d’après  l’énoncé , 

[1]  x -)-  y — la. 

De  plus , pour  que  le  triangle  AMB  soit  possible  , il  faut  que  le 
côté  AB  ou  2 c soit  moindre  que  la  somme  des  deux  autres  et 

plus  grand  que  leur  différence,  c’est-à-dire  que  l’on  doit  avoir 

« 

[2]  2c  < a:  + y , 

[3]  2 c>x  — y. 

La  première  de  ces  inégalités  est  une  conséquence  nécessaire 
de  [1]  : on  peut  donc  la  supprimer.  Quant  à la  seconde,  si  on  y 
remplace  x par  sa  valeur  2a — y , elle  devient 

2a  — y — y < 2c , 

ou  2a  — 2y  < 2c , 

qui  équivaut  à y > a — c. 

y étant  plus  grand  que  a — c,  x,  qui  est  égal  à 2a — y,  el  par 
conséquent  d’aufant  plus  petit  que  y est  plus  grand  , doit  être 
moindre  que  2a — (a — r) , c’est-à-dire  que  a-(-c. 

On  doit  donc  avoir  y > a — c 
ar<a-}-c, 
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y désignant  le  plus  petit  et  x le  plus  grand  des  deux  côtés  AM 
et  MB. 


Inégalités  du  second  degré. 

119.  Une  inégalité  est  dite  du  second  degré  lorsqu’elle  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

Aæ'-J-Ba:-}  C>0 , 

ou  A«’4-Bx  + C<o, 

A,  B,  C désignant  des  nombres  donnés , et  x le  nombre  in- 
connu dont  il  faut  déterminer  les  limites. 

Pour  résoudre  cette  question  très-importante , il  faut  distin- 
guer trois  cas. 

1°  Le  trinôme  ax*-fbx  -f-  c,  égalé  à zéro , fournit  une  équation 
dont  les  racines  sont  imaginaires. 

Dans  ce  cas , on  a vu  (98)  que  le  trinôme  est  égal  au  pro- 
duit de  a par  la  somme  des  carrés  de  deux  nombres  réels  ; 
cette  somme  étant  toujours  positive,  le  produit  est  nécessaire- 
ment de  même  signe  que  a.  Nous  pouvons  donc  énoncer  le 
théorème  suivant  : 

Lorsque  les  racines  de  l’équation  ax’-j-bx  -|-c=^0  sont  imagi- 
naires, le  trinôme  ax’-j-bx-f-c,  est,  quel  que  soit  x,  de  même  signe 
que  son  premier  terme. 

Exemples.  Le  trinôme  7 est  positif  et  le  trinôme 

— Ax*-\-  1x  - 20  est  négatif  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x. 

2°  Le  trinôme  ax’-f-bx-}- c,  égalé  à zéro , donne  deux  racines 
réelles  et  inégales. 

Dans  ce  cas , on  a (93) , en  désignant  par  x',  x"  les  deux 
racines, 

ax*  + bx  c = a{x  — x’)  (a; — x"). 

On  voit,  à l’inspection  de  cette  formule,  que  si  x est  compris 
entre  les  racines  x’  et  x",  les  deux  différences  x — x \ x — x" 
seront  de  signes  contraires  et  le  produit  sera  par  conséquent 
de  signe  contraire  à a.  Si , au  contraire  , x n’est  pas  compris 
entre  x'  et  x",  il  sera  plus  grand  que  chacun  de  ces  nombres 
ou  plus  petit  que  chacun  d’eux.  Les  facteurs  x — x',  x — x " 
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seront  donc  tous  deux  positifs  ou  tous  deux  négatifs  et  le  pro- 
duit sera,  par  conséquent,  de  môme  signe  que  a. 

Nous  pouvons  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 

Lorsque  les  racines  de  l'équation  ax’-j-bx-}-c=0  sont  réelles  et 
représentées  par  x’  et  x",  le  trinôme  ax’+bx-f-c,  est  de  même 
signe  que  son  premier  terme  lorsque  x n’est  pas  compris  entre  x' 
et  x",  et  de  signe  contraire  à son  premier  terme  lorsque  x est  com- 
pris entre  x'  et  x". 

3“  Le  trinôme  ax*  -j-  bx  -f  c , égalé  à zéro , donne  deux  racines 
réelles  et  égales. 

En  désignant  par  x'  la  valeur  commune  de  ces  racines , 
on  a (96) 

ax1 4 -bx-\-c  — a{x  — a/)*, 

et  l’on  voit  que  cette  expression  est  toujours  de  même  signe 
qne  a,  excepté  pour  la  valeur  x — x qui  la  rend  nulle. 

Ainsi  donc  : Lorsque  les  racines  de  {’ équation  ax!-j-bx-)-c=0 
sont  égales , le  trinôme  ax’+  bx  -f-  c est  toujours  de  même  signe 
que  son  premier  terme,  excepté  pour  la  valeur  de  x qui  le  rend 
nul. 

Remarque.  Les  trois  théorèmes  précédents  peuvent  se  renfer- 
mer sous  un  seul  énoncé  : Le  trinôme  ax*+bx-f-c  est  de  même 
signe  que  son  premier  terme,  excepté  lorsque  x est  compris  entre  les 
racines  de  l’équation  axJ  -j-  bx  -j-  c—  0. 

On  sous-entend  alors  que,  dans  le  cas  des  racines  imagi- 
naires, x ne  pouvant  jamais  être  compris  entre  elles,  le  trinôme 
a toujours  le  signe  de  son  premier  terme. 

Exemple  I.  Soit  l’inégalité 

— 3#’ — Sx  — | >•  0 : 

O 

En  égalant  le  premier  membre  à zéro,  on  trouve,  pourraeines, 

1 A 

— ^ et  — — - Il  faut  donc  , pour  qu’il  soit  positif,  c’est-à-dire 

de  signe  contraire  à son  premier  terme , que  x soit  compris 
entre  ces  deux  racines,  c’est-à-dire  il  faut  que 

^ 1 . 4 

x<  3’  *>-§• 
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Exemple  II.  Soit  encore  l’inégalité 

3* — x* — 7<0  : 

les  racines  de  l’équation  3x — x ’ — 7 = 0 étant  imaginaires  , 
l’inégalité  proposée  est  satisfaite  quel  que  soit  x. 


Discussion  de  quelques  problèmes. 


120.  La  théorie  des  inégalités  sert  fréquemment,  dans  la 
discussion  des  problèmes,  à déterminer  leurs  conditions  de 
possibilité  ; nous  en  donnerons  quelques  exemples. 

Problème  I.  Déterminer  les  côtés  d’un  triangle  rectangle  con- 
naissant sa  surface  m*  et  son  périmètre  2p. 

Soient  x,  ?/,  z les  côtés  du  triangle,  3 étant  l'hypoténuse,  on  a, 
d’après  l’énoncé,  et  en  se  servant  de  propositions  très-connues, 

[1]  3*=x*+y>, 

[2]  x + y +3=Sp, 

[3]  2 m*=xy. 


En  multipliant  par  2 les  deux  membres  de  la  troisième  équa- 
tion, et  l’ajoutant  ensuite  h la  première,  il  vient 

s’  -|-  4m* = x*  -j-  y 1 -|-2 xy  , 
ou 

|4]  z*-f-  4m*=  (x  -j-  y)*. 

La  seconde,  donne  d’ailleurs  l’équation 
x + y — 2p  — 3 , 

d’où 

[5]  (x  -(-  y)*  = (2p  — 3)*. 

En  égalant  les  deux  valeurs  de  (ar-j-y)’  fournies  par  les  équa- 
tions [4]  et  [5],  il  vient 

îp — s/*=3*-f -4m1, 

ou,  en  effectuant  l’élévation  au  carré  indiquée  dans  le  second 
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membre,  et  supprimant  le  terme  s’  qui  est  commun , 


d’où  l’on  déduit , 

16] 


4p’  — A pz  = 4 m* , 


Ap'—Am* p* — m* 

~~Âp  ~~p 


On  voit,  par  cette  valeur  de  s,  que  l’une  des  conditions  de  pos- 
sibilité du  problème  est  p*>m\  mais  cette  condition  ne  suffit 
pas,  il  faut,  en  outre,  que  l’on  trouve  pour  x et  y des  valeurs 
positives  et  réelles.  Or,  z étant  connu,  les  équations  [2]  et  [3] 
font  connaître  x-\-  y et  xij,  et  donnent 


x-\-y  = 1 p — s 


p’-f-m’ 
« ’ 
P 


xij  = 2m!  ; 


x et  y sont,  par  conséquent,  racines  de  l'équation 

*• 

, p,4-m,  , „ , 

— — - — u 4-  2m'  = 0. 

P 


On  voit,  à l’inspection  de  cette  équation  (97),  que  les  racines 
sont  positives  si  elles  sont  réelles.  Il  suffit  donc  d’exprimer 
qu’elles  sont  réelles , c’est-à-dire  que  l’on  a 


(p*  -f-  fn*)» 
4p* 


2w*>0; 


ou,  ce  qui  revient  au  même,  puisque  4p’  est  positif. 


(p’  -J-  ?/?*)*  > 8p’w*  ; 

ou,  en  extrayant  la  racine  carrée  des  deux  membres,  ce  qui 
est  permis,  puisqu’ils  sont  positifs, 

[7]  p*  -f-  »i*>  2 pm  v/2. 


Telle  est  la  condition  à laquelle  p et  m doivent  satisfaire;  on 
peut  en  déduire  les  limites  entre  lesquelles  peut  varier  p pour 
une  valeur  donnée  de  m,  ou  m pour  une  valeur  de  p.  Nous 

obtiendrons  ces  deux  résultats  à la  fois , en  posant— = r.  Si , en 
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effet , l’on  divise  par  m*  les  deux  membres  de  l’inégalité  [7] , 
elle  devient 

ou  r1— 2^4- 1>0; 

d’où  l’on  conclut  (119)  que  r doit  être  plus  grand  que  la  plus 
grande  racine  de  l’équation  r' — 2r  y2  +1=0,  ou  plus  petit 
que  la  plus  petite , c’est-à-dire  plus  grand  que  y'î-J- 1,  ou  plus 
petit  que  \[2 — 1.  Mais/)  étant,  comme  on  l’a  vu,  plus  grand 

que  m,  le  rapport  £ ne  peut  pas  être  moindre  que  — 1 ; il 

faut  donc  qu’il  soit  plus  grand  que  ^2-\- 1 ; et  telle  est  la  con- 
dition de  possibilité  du  problème. 

Remarque.  Le  triangle  rectangle  dont  le  périmètre  est  2 p et 

la  surface  m\  n’est  possible  que  si  — est  plus  grand  que  y'2  + 1 ; 


et  par  suite 


m < 


P ' 

v/2+r 


p>m(<J'l  + l). 

Ces  inégalités  fournissent  les  solutions  des  questions  suivantes  : 
Quelle  est  la  plus  grande  surface  que  puisse  avoir  un  triangle 
reclangle  de  périmètre  donné? 

Quel  est  le  plus  petit  périmètre  que  puisse  avoir  un  triangle 
rectangle  de  surface  donnée? 


Problème  II.  Inscrire  dans  une  sphère  de  rayon  r un  cylindre 
dont  la  surface  totale,  y compris  les  deux  bases,  soit  équivalente 
à un  cercle  de  rayon  donné,  rtin’. 

En  nommant  x le  rayon  de  base  et  y la  hauteur  du  cylindre, 
la  géométrie  fournit  immédiatement  les  équations  suivantes: 

[1]  R*, 

\ % 

2-kx?  -f  2 uxy  — rem'  ; 

ou  , en  supprimant  le  facteur  u, 

[2]  2 x'  + 2 xy  = m'. 
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On  déduit  de  [2]  y = ■■  . ; 

ÏX 

et,  en  substituant  dans  [1], 

, (m'-îày 

X+  l&r*  ~R’ 

ou,  chassant  les  dénominateurs  et  réduisant  les  termes  sem- 
blables , 

10xk  — (4m1  -f-  16R’)a:*  -(-  m*  = O, 
d’où  l’on  déduit 


^ x_^/Am'-\-  16R*±y/(4?/i,-f-  16R8)*- 


-80m* 


A la  seule  inspection  de  l’équation  bicarrée  qui  donne  les 
valeurs  de  x *,  on  s’aperçoit  que  si  les  racines  sont  réelles, 
elles  sont  toutes  deux  positives,  et  fournissent  par  conséquent 
chacune  une  valeur  réelle  de  x.  Mais  il  ne  suffit  pas  que  x 
soit  réel  et  positif,  il  faut  que  y aussi  le  soit;  par  suite  on 
doit  avoir 

m2 — 2x*>0, 


Le  problème  aura  donc  autant  de  solutions  qu’il  y aura  de 
valeurs  de  x fournies  par  la  formule  [4],  et  satisfaisant  à cette 
condition. 

Pour  que  les  deux  valeurs  de  x conviennent,  il  faut  d'abord 
qu’elles  soient  réelles  ; il  suffit  pour  cela,  comme  nous  l’avons 
dit,  que  celles  de  x1  le  soient,  ce  qui  exige  seulement  l’iné- 
galité 

(4m’-f  16R*)*>80wi*, 


ou 

c’est-à-dire 

|4] 


(4m,+  16R,)>4v/5.mî, 


m*< 


16R*  4R1 

4(v/5—  l)<v/5— 1* 


Cette  condition  étant  remplie,  cherchons  dans  quel  cas  les  va- 
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leurs  de  x satisfont  toutes  les  deux  ; il  faut,  pour  cela,  qu’elles 
soient  moindres  que  et  il  suffit  évidemment  d’exprimer  que 
la  plus  grande  remplit  cette  condition  et  que  l’on  a, 


m*^  4ot’  + 16R,+v/(4»î’+  16R*)*— 80m» 
2 > 40 


ou,  en  chassant  les  dénominateurs  et  réduisant, 

16(m’ — R’)>  v/(4m*-l-16R,;,—  80m‘. 

Si  m est  moindre  que  R,  cette  inégalité  est  impossible,  et  il 
ne  peut  pas,  par  conséquent,  exister  deux  solutions. 

Si  m est  plus  grand  que  R,  les  deux  membres  de  l’inégalité  . 
étant  positifs,  on  peut  les  élever  au  carré  après  les  avoir  divisés 
l’un  et  l’autre  par  4,  il  vient  ainsi 

1 6fm*  — R*)*  > (m*  + 4R’)1  - 5m*, 
ou  20m*  — 40m*R1  > 0 , 


c’est-à-dire 


m*>2R*. 


D’ailleurs,  pour  que  x soit  réel,  on  doit  avoir 


m*< 


4R» 

yjl—l 


Il  faut  donc,  pour  qu’il  y ait  deux  solutions,  que  m*  soit  corn- 
ai 

pris  entre  2R*  et  —= . 

v5  — 1 

Un  calcul  facile  prouverait  que  la  plus  petite  valeur  de  x sa- 
tisfait dans  tous  les  cas,  et  fournit  une  solution  du  problème 
toutes  les  fois  qu’elle  est  réelle. 


Remarque.  On  peut  se  rendre  compte,  de  la  manière  sui- 
vante, des  résultats  que  nous  venons  d’obtenir. 

Si  l’on  examine  les  valeurs  successives  par  lesquelles  passe 
la  surface  d’un  cylindre  inscrit  dans  une  sphère  lorsque  le 
rayon  de  la  base  augmente  depuis  0 jusqu’au  rayon  r de  la 
sphère,  on  voit  que  celte  surface,  d’abord  nulle,  augmente  jus- 
qu’à une  limite  que  le  calcul  fait  connaître,  et  qui,  d’après  ce 
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qui  précède,  est  — — ; puis  elle  diminue  jusqu’à  la  valeur 
V 5 — 1 

SttR1,  qui  correspond  au  cas  où  la  hauteur  étant  nulle,  le  cy- 
lindre se  réduit  à ses  deux  bases  qui  sont  deux  grands  cercles. 
Or,  en  augmentant  depuis  zéro  jusqu’au  maximum  pour  di- 
minuer depuis  le  maximum  jusqu’à  2rtR*,  il  est  évident  que  la 
surface  du  cylindre  passe  deux  fois  par  toutes  les  valeurs  com- 
prises entre  le  maximum  et  2*14*,  et  une  seule  fois  par  celles 
qui  sont  moindres  que  2irR\ 

RÉSUMÉ 

411.  Définition  des  expressions  plus  grand  que , plus  petit  que , quand  il 
s’agit  des  nombres  négatifs.  — 442.  Ce  qu’on  entend  par  résoudre  une 
inégalité. — 413.  On  peut  ajouter  ou  retrancher  un  nombre  quelconque 
aux  deux  membres  d’une  inégalité.  — 414.  On  peut  au?si  multiplier  les 
denx  membres  d’une  inégalité  par  un  nombre  positif.  Si  on  les  multiplie 
par  un  nombre  négatif,  il  faut  changer  le  sens  de  l’inégalité.  — lit».  On 
ne  peut  pas  toujours  élever  au  carré  ni  extraire  la  racine  carrée  des 
deux  membres  d’une  inégalité.  — 146.  On  peut  ajouter  deux  inégalités 
qui  ont  lieu  dans  le  même  sens,  mais  le  résultat  ne  peut  pas  remplacer 
l’une  d’elles.  — 14  7.  Inégalités  du  premier  degré  à une  inconnue.  — 
448.  Connaissant  la  base  d’un  triangle  et  la  somme  de  ses  côtés,  trouver 
entre  quelles  limites  sont  compris  ces  côtés.  — 140.  Inégalité  du  second 
degré  ; la  question  se  ramène  toujours  à savoir  pour  quelles  valeurs  de  x 
le  trinôme  cxr*-|-6x-)-c  est  positif  ou  négatif.  On  doit  distinguer  trois 
cas  : l”  Si  le  trinôme  égalé  à zéro  a les  racines  réelles,  il  est  de  signe 
contraire  à a lorsque  x est  compris  entre  les  racines,  et  de  même  sigrte 
dans  le  cas  contraire;  2°  Si  les  racines  sont  égales,  le  trinôme  peut  s'an- 
nuler, mais  ne  devient  jamais  de  signe  contraire  à o;  3°  Si  elles  sont 
imaginaires,  il  ne  peut  ni  s’annuler  ni  devenir  de  signe  contraire  à a. 
— 420.  Application  de  la  théorie  précédente  à la  discussion  de  quelques 
problèmes. 

EXERCICES. 

I.  Déduire  de  l'inégalité, 

x-\-a  . x-\-b 

y/a*  -j-  X*  y/  6’  -|-  X1  ’ 

les  limites  entre  lesquelles  x doit  être  compris , « étant  plus 
grand  que  b. 
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11.  Conditions  nécessaires  pour  que  l’inégalité 

Ay’+ üxy  -f-  Cæ’+ Dy  -f  Ex  -j-  F > 0 

soit  satisfaite , quels  que  soient  x et  y,  et  pour  que 

Aie*  -(-  A 'y*  + A"s*  -f-  2B  "xy  4-  2B  'xz  4-  2B  y s 
+ 2Ca; -j- 2C'y + 2C"5  + D > 0 , 


soit  satisfaite , quels  que  soient  x,  y et  z. 

III.  Mener  d’un  point  à un  cercle  une  sécante  de  longueur 
donnée  , et  chercher  les  conditions  de  possibilité.  On  donne  la 
perpendiculaire  b abaissée  de  ce  point  sur  un  diamètre  du  cer- 
cle, la  distance  a du  pied  de  cette  perpendiculaire  au  centre,  et 
le  rayon  R du  cercle. 

IV.  On  donne  un  point  0 et  un  cercle  dont  le  centre  est  en  C, 
et  le  rayon  égal  à R.  La  polaire  du  point  O est  une  perpendi- 
culaire à OC  menée  par  un  point  X de  cette  droite , tel  que 
CX . OC  = R1.  Deux  cercles  étant  donnés,  trouver  si  un  point  de 
leur  plan  peut  avoir  même  polaire  dans  l’un  et  dans  l’autre. 

V.  m*,*r*\/ abed  est  compris  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  expressions  y 'a , ’\~b , r\Jc , y'rf. 

VI.  On  a toujours 

*a<x  4-  oV  4-  aV  4- . . . < y/a’4-  a'*  4-  a"1 4- . . . v/«*  -f  «'»  4-  a"*  4- . . . ; 


à moins  que 


VII.  4 -y6 — — r/x  esl|  toujours  positif,  quelles  que 
soient  les  valeurs  positives  de  x et  de  y. 

VIII.  3(1 4- a*  44a‘)  est  plus  grand  que  (1 4-a4-a‘)>,  quelles 
que  soient  les  valeurs,  positives  ou  négatives,  de  a. 

IX.  abc  est  plus  grand  que  (a  -(-  b — c)  {a 4-  c — b)  {b  -f-  c — a), 
quels  que  soient  les  nombres  positifs  a,  b,  c. 


X.  a6(a4-è)4-ac(<*+c)4_  6c(64-c)>6aôc,  quels  que  soient 
les  nombres  positifs  a,  b,  c. 
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XI.  Quels  que  soient  les  nombres  positifs  au  a ,,  «> . . . an , 
prouver  que 

tl  J 

■ 2 •••  ®») Ü> tfoîôt -f- <Vh -f- etc... 

XII.  L’équation 

(6* — 4 ac)x*  x(\ a'c  + Aac  — 2 bb')  + 6’*  — 4a'c'  = O , 

a toujours  les  racines  réelles  quand  b1 — bac  est  négatif. 

XIII.  (a-j-ô-fc)’  est  compris  entre  27aôc  et  9 (a’-j-ô’-J-c5'), 
quelles  que  soient  les  valeurs  positives  de  a,  b,  c. 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  XI. 


QUELQUES  QUESTIONS  DE  MAXIMUM  OU  MINIMUM. 


121.  Lorsqu’on  cherche  à rendre  une  grandeur  égale  à une 
quantité  donnée,  le  problème  n’est  souvent  possible  que  sous 
certaines  conditions.  Dans  la  plupart  des  cas,  il  taut  que  la 
quanti  lé  donnée  soit  comprise  entre  certaines  limites  que  lu 
discussion  fait  connaître.  Ces  limites  indiquent  la  plus  grande 
et  la  plus  petite  valeur  que  l’on  puisse  attribuer  à la  grandeur 
considérée,  c’est-à-dire  le  maximum  et  le  minimum  de  cette 
grandeur.  Nous  en  donnons  quelques  exemples  dans  ce  cha- 
pitre. 

122.  Problème  I.  La  somme  de  deux  nombres  x et  y étant 
donnée  et  égale  à 2a,  entre  quelles  limites  peut  varier  leur  pro- 
duit? 

Nommons  p le  produit  des  deux  nombres  x et  y,  cherchons 
à les  déterminer  en  regardant  ce  produit  comme  connu  ; nous 
verrons  ensuite  quelles  conditions  p doit  remplir  pour  que  le 
problème  soit  possible. 

On  a 

Ll]  x + y = 2a, 

|2]  xy—p, 

x et  y sont  donc  les  racines  de  l’équation 

[3]  s’ — 2as-f-p  = 0, 

et  leurs  valeurs  sont  réelles  (87),  si  l’on  a 

a?>p, 

a’  est  donc  la  limite  que  p ne  peut  surpasser,  et,  par  conséquent, 
le  maximum  du  produit  xy.  11  n’y  a pas  de  minimum. 
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Si  l’on  suppose  p=«*,  l’équation  [3]  a ses  deux  racines 
égales  à a;  le  produit  maximum  correspond  donc  au  cas  où  x 
et  y sont  égaux  à a. 

Du  résultat  précédent,  on  peut  en  déduire  plusieurs  autres 
qu’il  ne  serait  pas  aussi  facile  d’obtenir  directement. 

123.  Théorème.  La  somme  de  plusieurs  nombres  positifs  étant 
donnée,  leur  produit  est  le  plus  grand  possible  quand  ils  sont  tous 
égaux. 

Les  nombres  considérés  étant  tous  moindres  que  la  somme 
donnée,  leur  produit  ne  peut  surpasser  toute  limite,  il  est  donc 
susceptible  d’un  certain  maximum. 

Soit  abc...l 


ce  maximum.  Je  dis  que  les  facteurs  a,  b,  ...l  ne  peuvent  être 
inégaux,  car  si  deux  d’entre  eux,  a et  b par  exemple,  étaient 
différents,  on  pourrait,  sans  altérer  leur  somme,  les  remplacer, 

l’un  et  l’autre,  par  ce  qui  augmenterait  leur  produit, 

puisque  (122),  la  somme  élant  constante,  le  produit  est  le  plus 
grand  possible  quand  les  facteurs  sont  égaux.  On  aurait  donc 


abc  ...kl<i 


a -{-  b a ~|“  b 


c...kl, 


et  par  suite,  abc... kl  n’est  pas  le  plus  grand  produit  que  Ton 
puisse  faire  avec  des  facteurs  ayant  la  somme  donnée. 

124.  Remarque.  Nous  supposons,  dans  le  raisonnement  pré- 
cédent, que  a,  b, ...  k,  l.  . soient  des  nombres  positifs.  S’il  n’en 
était  pas  ainsi,  le  produit  n’aurait  pas  de  maximum,  car  la 
somme  des  facteurs  restant  la  même,  leur  valeur  absolue  pour- 
rait augmenter  sans  limite,  et  si  les  facteurs  négatifs  étaient 
en  nombre  pair,  le  produit  serait  positif  et  aussi  grand  qu’on 
le  voudrait. 


123.  Problème  II.  La  somme  de  deux  nombres  positifs  x,  y 
étant  donnée,  trouver  le  maximum  du  produit  \my* , m et  n 
étant  des  nombres  entiers  donnés. 

10 
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Le  maximum  cherché  correspond  aux  mêmes  valeurs  de  x 
et  de  y que  celui  de 


car  cette  expression  ne  diffère  de  la  première  que  par  un  fac- 
teur constant  : mais  ce  nouveau  produit,  peut  être  con- 
rnmnn  r 

sidéré  comme  composé  de  m -f-  n facteurs 

xx  x y y y 

» • • • ~~  “ « “•*•*“* 
mm  m n n n 

dont  la  somme 

OC  JJ 

m — | - n - ou  x-\-y 
m 1 n ' 

est  donnée.  Le  produit  sera  donc  le  plus  grand  possible  (125) , 
si  les  facteurs  sont  égaux,  c’est-à-dire  si  l’on  a 

* _y. 

m n ’ 

cette  relation  permettra  de  déterminer  x et  y,  puisque  l’on 
connaît,  par  hypothèse,  la  somme  x-\-y. 

126.  Problème  III.  On  donne  le  produit  p de  deux  nombres 
positifs.  Trouver  le  minimum  de  leur  somme. 

Je  dis  que  la  somme  sera  minimum  lorsque  les  deux  nombres 
seront  égaux  à \/p,  et  leur  somme  égale,  par  conséquent, 
à 2 \fp. 

En  effet,  le  plus  grand  produit  possible  de  deux  nom- 
bres qui  ont  pour  somme  2Vp,  est  égal  (122)  h\Jp.\/p  ou  h p. 
Donc  : si  deux  nombres  ont,  pour  somme,  2y /p,  leur  produit  est, 
au  plus,  égal  à p. 

Il  est  évident,  d’après  cela,  que  si  les  deux  nombres  ont  une 
somme  moindre  que2vî>.  leur  produit  est  moindre  que  p;  il 
faut  donc,  pour  que  le  produit  de  deux  nombres  soit  p,  que 
leur  somme  ne  soit  pas  moindre  que  2 y/p  ; 2 \fp  est,  par  suite, 
la  plus  petite  valeur  que  cette  somme  puisse  avoir. 

127.  Problème  IV.  On  donne  le  produit  p de  n nombres  po~ 
sitifs.  Trouver  le  minimum  de  leur  somme. 
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Je  dis  que  la  somme  sera  minimum  lorsque  tous  les  nombres 
seront  égaux  à \Jp • 

En  effet,  le  plus  grand  produit  possible  de  n nombres  qui 
ont,  pour  somme  n\Jp,  est  (123)  (\/p)B  ou  p. 

Donc,  si  n nombres  ont  une  somme  égale  à n^p,  leur 
produit  ne  peut  surpasser  p. 

A fortiori,  si  n nombres  ont  une  somme  moindre  que  ny'p, 
leur  produit  sera  moindre  que  p. 

D’après  cela,  pour  que  le  produit  de  n nombres  soit  p,  il 

faut  que  leur  somme  ne  soit  pas  moindre  que  nçp,  et  nÿp  est 
par  conséquent,  la  valeur  minima  de  cette  somme. 

128.  Problème  V.  On  donne  le  produit  x"yn=p.  Trouver  le 
minimum  de  x -f-  y. 

oc  y 

Je  dis  que  ce  minimum  correspondra  au  cas  où  — = -. 

m n 

Soient,  en  effet,  « et  ? deux  nombres  tels  que 

_ p f 

- = £. 
m n 

Parmi  tous  les  nombres  a et  y qui  ont  pour  somme 
a-j-p  (128),  a et  p sont  ceux  qui  donnent  au  produit  xmyn  la 
plus  grande  valeur.  Si  donc  deux  nombres  x et  y ont  une 
somme  moindre  que  a-j-p,  le  produit  xmyn  sera,  a fortiori, 
moindre  que  ompB,  c’est-à-dire  que  p.  Par  suite,  pour  que  xmyn 
soit  égal  à p,  il  faut  que  x-\-y  soit  au  moins  égal  à <x-f-p, 
qui  est,  par  conséquent,  sa  valeur  minimum. 

129.  Remarque.  Les  trois  problèmes  précédents  (128),  (127), 
(128)  sont,  en  quelque  sorte,  réciproques  de  ceux  que  nous 
avons  résolus  en  commençant  ce  chapitre  (122),  (123),  (128). 
Cette  réciprocité  entre  certains  problèmes  de  maximum  et  mini- 
mum peut  être  formulée,  comme  il  suit,  d'une  manière  générale. 

Si,  une  quantité  B étant  donnée,  une  autre  quantité  A est 
maximum,  dans  certaines  circonstances;  A,  étant  donné,  B sera 
minimum  dans  les  mêmes  circonstances , pourvu  que  la  valeur 
maximum  de  A diminue  lorsque  la  valeur  donnée  de  B diminue 
elle-même. 
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Admettons,  en  effet,  que  A)  soit  la  plus  grande  valeur  de  A 
qui  puisse  se  concilier  avec  la  valeur  Bi  de  B.  A fortiori,  une 
valeur  de  B moindre  que  B,  exigerait  que  A fût  moindre 
que  Ai,  puisque,  par  hypothèse,  le  maximum  de  A est  d’au- 
tant moindre  que  la  valeur  de  B est  plus  petite.  La  valeur  Ai 
de  A ne  peut,  d’après  cela,  correspondre  qu’à  des  valeurs 
de  B au  moins  égales  à B,,  et  Bi  est,  en  d’autres  termes,  la 
moindre  valeur  de  B qui  corresponde  à A = Ai,  c’est-à-dire  le 
minimum  de  B,  correspondant  à la  valeur  Ai  de  A. 

Exemples.  On  démontre  en  géométrie  : 

Qu  e le  cercle  est  la  courbe  qui,  sous  uue  longueur  donnée, 
renferme  la  plus  grande  surface  ; 

Que  le  triangle  équilatéral  est  le  triangle  qui,  sous  un  péri- 
mètre donné,  contient  la  plus  grande  surface. 

Il  en  résulte  : 

Que  le  cercle  est  la  courbe  qui , avec  une  aire  donnée , a le 
plus  petit  périmètre; 

Que  le  triangle  équilatéral  est  le  triangle  qui,  avec  une  aire 
donnée,  admet  le  plus  petit  périmètre. 

150.  Nous  appliquerons  la  méthode  générale  qui  a fourni  le 
théorème  1 , à des  questions  un  peu  plus  composées. 

Problème  VI.  Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier 
l’expression 

ux * b x -f  c 
a'xl-\-b  x'-j-c' 


lorsque  x prend  toutes  les  valeurs  possibles. 
Posons,  conformément  à la  méthode  générale, 


[1] 

on  en  déduit 


ax1  -\-bx-\-c  _ 
a 'xl-\-b'x-^-c'  m’ 


a?  (a  — a’m)  x(b — b'm)-\-c — c'm= 0 


b'm  — b ± <J(b'm  — b)'-~  A (a — a’m)  (e — c* ni) 
2 (a — a'm) 


pour  que  x soit  réel,  on  doit  avoir 


(b'm  — b)* — A («  — a'm ) (c — c'wt)  > 0 
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c’est-à-dire 

[2]  jb»  (6'»  — 4a' c')  + m {4ac’  + 4a' c — 266')  -f  b'—4ac>0, 
nous  distinguerons  trois  cas. 

1“  6'* — 4a'c‘  est  positif. 

Dans  ce  cas,  le  trinôme  qui  forme  le  premier  membre  de 
l’inégalité  sera  positif,  c’est-à-dire,  de  même  signe  que  le  pre- 
mier terme,  pour  toutes  les  valeurs  de  m non  comprises  entre 
les  racines  de  l’équation  obtenue  en  l’égalant  à zéro.  Si  donc, 
ces  racines  sont  réelles  et  désignées  par  m',  m",  m pourra  rece- 
voir toutes  les  valeurs,  excepté  celles  comprises  entre  m' et  jb"; 
si  elles  sont  imaginaires,  m pourra  recevoir  toutes  les  valeurs 
sans  exception. 

2°  b ■’* — 4a' c'  est  négatif. 

Dans  ce  cas,  le  trinôme  qui  forme  le  premier  membre  de 
l’inégalité  sera  positif,  c’est-à-dire  de  signe  contraire  à son  pre- 
mier terme,  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  les  racines 
de  l’équation  obtenue  en  l’égalant  à zéro.  11  est  d’ailleurs  im- 
possible que  ces  racines  ne  soient  pas  réelles,  car  alors  m ne 
pourrait  prendre  aucune  valeur,  et  il  est  évident,  d’après 
l’équation  [1  J,  que  cette  conclusion  est  inadmissible. 

3“  b '* — 4a! c'  est  nul. 

L’inégalité  [2]  devient  alors  du  premier  degré,  et  on  la  ré- 
soudra comme  il  a été  dit  (1 17). 

Problème  VII.  y et  x étant  deux  variables  liées  entre  elles  par 
une  équation  du  second  degré 

[1]  «»/*-{-  bxy-^-cx*  -j-  dy  -\-ex-\- /=  0, 

trouver  les  valeurs  extrêmes  que  puisse  prendre  l'une  d’elles, 
x par  exemple. 

Si  on  résout  l’équation  [1]  par  rapport  à y,  on  aura 

[2]  y = ~ b*~  )/{bx  + <»—  4a  (ex'-  + ex-j- -f); 

la  quantité  sous  le  radical  est  un  trinôme  du  second  degré  que 
nous  pouvons  remplacer  par  mx* nx q ; m,  n,  q étant  des 
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quantités  connues  dont  on  formera  facilement  l’expression , « 

savoir  : 

m = bt  — Aac 
n —Ibd — 4 ae 
q = cP  — 4 af, 

et  l’on  aura 

[3]  V = ± ^ ^mx'  +‘«^  + P- 

Or,  il  est  évident  que  l’on  ne  pourra  donner  à x que  les  valeurs 
qui  rendent  mx'+nx+p  positif,  car,  sans  cela,  y serait  ima- 
ginaire ; x doit  donc  satisfaire  à l’inégalité 

[4]  mx'-j-nx-f-  p>0, 

et  on  a vu  (419)  comment  on  peut,  dans  les  différents  cas,  dé- 
duire de  l’inégalité  [4]  les  limites  entre  lesquelles  x doit  être 
ou  ne  doit  pas  être  comprise. 

Problème  VIH.  Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier  le 
polynôme 

[1]  Ay'-|-Bxy-|-Ca:’4-  Dy-f-Ex-|-F 

lorsque  les  variables  x et  y prennent  toutes  les  valeurs  possibles. 

Posons  Ay*  + Bxy  + Cx’ -f  Dy-f-Ex-f  F = »«; 

si,  dans  cette  équation,  on  considère  y comme  inconnue,  on 
en  déduit 

V = ± vftB* + D)* — 4A(Cx*+Ex+F-  m). 

Pour  qu’une  valeur  assignée  à m , soit  compatible  avec  des  va- 
leurs réelles  de  x et  de  y,  il  faut  que,  pour  celte  valeur  de  m, 
l’on  puisse  avoir,  en  choisissant  x convenablement, 

[2]  (Bx  + D)*  — 4 A (Cx1  + Ex  + F — m)  > 0, 
c’est-à-dire 

[2]  (B!  — 4 AC)  x*  -f  2 (BD — 2AE)  x -f  D’  — 4AF  + 4km  > 0, 
nous  distinguerons  trois  cas  : 
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1°  (B*  — 4AC)  est  positif. 

Dans  ce  cas,  l’inégalité  [2]  est  toujours  possible,  car  un 
trinôme  du  second  degré  peut  toujours  prendre  le  signe  de 
son  premier  terme  ; il  n’y  a pas  alors  de  limites  pour  m. 

2”  (B’  — 4AC)  est  négatif. 

Dans  ce  cas  , l’inégalité  [2]  est  possible  lorsque  le  premier 
membre  égalé  à zéro  fournit  des  valeurs  réelles  de  x,  et  im- 
possible dans  le  cas  contraire.  On  sait,  en  effet,  qu’un  trinôme 
du  second  degré  ne  peut  devenir  de  signe  contraire  à son  pre- 
mier terme,  que  lorsqu’il  s’annulle  pour  des  valeurs  réelles  de 
la  variable.  On  doit,  d’après  cela , choisir  m , telle  que  les  ra- 
cines de  l’équation 

(B'1  — 4 A'G')  x'  + î (BD  — 2 AE)  * + D*  — 4 AF  + 4 Am  = O 
soient  réelles. 

Cette  condition  est  exprimée  par  l’inégalité 

(BD  — 2AE)S  > (B'*  — 4A'C)  (D‘  — 4 AF  + 4 Am)  ; 

celte  inégalité  est  du  premier  degré  en  m,  on  en  déduira  (117), 
la  limite  de  cette  quantité. 

3°  (B’  — 4AC)  est  nul. 

Dans  ce  cas , l’inégalité  [2]  est  du  premier  degré  en  x , et 
possible,  par  conséquent,  pour  toutes  les  valeurs  de  m ; il  n’y  a 
donc  pas  alors  de  limite  à assigner  à cette  quantité. 

S’il  arrivait  pourtant  que  BD — 2AE  s'annulât  en  même  temps 
que  B* — 4 AC,  l’inégalité  deviendrait 

D* — 4AF  -f-  4Am  > 0, 

et  l’on  en  déduirait  une  limite  de  m,  savoir  : 


ou 


m> 

m< 


4AF— D« 
4A  ’ 
4AF— D* 
4A  ’ 


selon  que  A serait  positif  ou  négatif. 

Problème  IX.  La  somme  x-j-y  étant  donnée  et  égale  à 2a, 
entre  quelles  limites  peut  varier  x5-(-ys? 

Désignons  -f-y3  par  s*,  et  cherchons  à déterminer  x et  y, 
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nous  verrons  quelle  condition  s3  doit  remplir  pour  que  le  pro- 
blème soit  possible  ; on  a 

[1]  x -f  y = 2a 

[2]  + 

on  déduit  de  [1]  y — îa—x, 

et,  en  substituant  cette  valeur  dans  [2], 

[3]  x%  + (2a  — xf  = .s*, 
ouvcn  développant 

[4]  x * -j-  8a’  — 1 2rt*:r  6axr  — x>=  s*, 

et,  en  supprimant  les  termes  x'  et  — x?  qui  se  détruisent,  et 
ordonnant  par  rapport  à x, 

[5]  6 ax*  — 1 2«’.r  -f-  8a’  = s*  ; 
on  en  déduit 

[6]  x = a ± y / 1 44a‘  — 24a(8a3 — s*) , 

et,  pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  que  l’on  ait 
l44a‘ — 24«(8«s  — s*)>0; 

si  a est  positif,  nous  pouvons  supprimer  le  facteur  24a , et  il 
vient 

6a8  — 8a*  -}-  s*  > O , 
d’où  l’on  déduit  s*>2a5; 

telle  est  donc  la  seule  condition  imposée  à la  somme  s3,  puis- 
que, x étant  réelle,  l’équation  [1]  fournira  toujours  une  valeur 
réelle  pour  y. 

Le  minimum  demandé  est,  par  conséquent,  2a5. 

Il  est  facile  de  voir  que  l’hypothèse  .1*  = 2a*,  introduite  dans 
l’équation  [6] , donne  x = a , et  que  l’on  a,  par  suite,  y = a. 
La  somme  x'-\-y*  est  donc  minimum  quand  x et  y sont  égaux 
entre  eux. 
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RÉSUMÉ. 

121 . Définition  du  maximum  et  du  minimum  des  grandeurs  assujetties  à 
certaines  conditions.  — 122.  Maximum  du  produit  de  deux  nombres 
lorsque  leur  somme  est  donnée.  — 125.  Extension  du  résultat  au  cas 
d’un  nombre  quelconque  de  facteurs  positifs.  — 124.  Si  l'on  donnait  la 
somme  de  plusieurs  nombres  sans  les  assujettir  à être  positifs,  le  pro- 
duit pourrait  croître  sans  limite.  — 125.  ®-f-ÿ  étant  donné,  xmyn  est 

maximum  quand  on  a — — 126.  Connaissant  le  produit  de  deux 

nombres  positifs,  trouver  le  minimum  de  leur  somme.  — 127.  Exten- 
sion au  cas  d’un  nombre  quelconque  de  facteurs.  — 128.  Connaissant 
a5"yn,  trouver  le  minimum  de  x -f-ÿ.  — 129.  Remarque  sur  un  certain 
genre  de  réciprocité  entre  des  questions  de  maximum  et  de  minimum. 
150.  Solution  de  quelques  problèmes  de  maximum  et  de  minimum. 

EXERCICES. 

I.  x-\-y  étant  donné,  la  règle  qui  fournit  le  maximum 
de  xmy"  s’étend  au  cas  de  m et  n fractionnaires. 

II.  Minimum  de  xm  > 

mctn  étant  entiers  ou  fractionnaires  et  x positif. 

III.  xmyn  étant  donné , xm'yn'  est-il  suceptible  de  maximum 
ou  de  minimum,  m,  n,  m’,  n'  étant  donnés,  et  x et  y assujettis 
à être  positifs  ? 

IV.  Parmi  les  parallélipipèdes  rectangles  de  mêmes  surfaces, 
quel  est  celui  qui  a le  plus  grand  volume , et  parmi  ceux  de 
même  volume,  lequel  a la  plus  petite  surface? 

V.  Quelle  est  la  zone  sphérique,  à une  base,  qui  contient  le 
plus  grand  volume  parmi  celles  de  même  surface , et  la  zone 
de  plus  petite  surface  parmi  celles  qui  conticnnnent  même  vo- 
lume? 

VI.  Quel  est  le  plus  grand  cylindre  inscrit  dans  une  sphère 
donnée,  et  parmi  les  cylindres  de  même  volume,  celui  qui  est 
inscrit  dans  la  plus  petite  sphère? 
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VU.  Valeur  minima  de  lorsque  a varie  de  O à 30°, 

VIII.  Deux  corps  de  masses  m et  m!  animés,  dans  le  même  sens, 
de  vitesses  v ët  v'  viennent  à se  choquer.  Trouver  les  vitesses 
qu’ils  prendront  après  le  choc , d’après  la  condition  que  la 
somme  des  produits  obtenus  en  multipliant  chaque  masse  par 
le  carré  du  changement  de  vitesse  soit  la  moindre  possible. 

IX.  On  marque  sur  une  droite  des  points  équidistants  que 
l’on  numérote  1,  2,  3 ...n.  Trouver  sur  la  droite,  un  point  tel 
que  la  somme  des  carrés  de  ses  distances  aux  points  donnés 
multipliées  par  le  numéro  correspondant  soit  un  minimum. 

X.  Même  question,  en  supposant  que  les  points  soient  numé- 
rotés 1, 3,  6,  10...  n<'n^~ 

XI.  On  donne  une  feuille  de  carton  carrée  aux  quatre  coins 
de  laquelle  on  supprime  des  carrés  égaux  qui 
sont  ombrés'  dans  la  figure  ci-jointe.  Déter- 
miner le  côté  de  ces  carrés  par  la  condition 

b que  la  boîte  qui  aurait  pour  fond  mnpq  et  pour 
faces  latérales  les  rectangles  restants  qui  ont 
tous  même  hauteur  ait  un  volume  maximum. 

XII.  Minimum  de  a^b1*, 

a et  b étant  deux  nombres  positifs  donnés.  ' 

xm.  On  donne  l’équation 

flaé+ôy*-j-cx*-|-2da;y-f-2ea!*3’-|-2/yV-}-maî,-(-ny‘-(-pz,-(-çi= 0. 

Trouver  entre  quelles  limites  peut  varier  aë-f-y*-}-  z*. 

XIV.  Entre  quelles  limites  peut  varier  l’expression 
(*  + y)'+{y  + */+(* — 3aOÎ+  2 x—y+z+ 10, 
lorsque  x,  y,  z prennent  toutes  les  valeurs  possibles  ? 
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XV.  On  donne  trois  équations  à deux  inconnues 
ax-\-by  = d 
cix  -f  Vy  = d' 
a"x  + b"y  = Æ'. 

Il  existe  un  nombre  infini  de  facteurs  X,  X',  X",  tels  qu’en 
multipliant  la  première  équation  par  X,  la  seconde  par  X',  la 
troisième  par  X",  et  en  ajoutant  les  résultats,  on  obtienne  une 
équation  de  la  forme 

x — X'd'  + X"d". 

Trouver  les  facteurs  X,  X',  X"  qui,  remplissant  cette  condi- 
tion , rendent  la  somme  X*+X”+X**  la  plus  petite  possible. 
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THÉORIE  DES  PROGRESSIONS. 

Progressions  par  différence. 

131.  Une  progression  par  différence  est  une  suite  de  nom- 
bres tels  que  la  différence  de  l'un  d’eux  au  précédent  soit 
constante  : cette  différence  se  nomme  raison  de  la  progres- 
sion. 

tm 

Exemple.  Les  nombres  entiers  1,  2,  3,  4...  forment  une  pro- 
gression par  différence  dont  la  raison  est  1. 

Pour  indiquer  que  des  nombres  forment  une  progression,  on 
les  écrit  à la  suite  les  uns  des  autres  en  les  faisant  précéder  du 
signe  f et  plaçant  un  point  dans  chaque  intervalle.  Exemple  : 

* 5.10. 15 .20.25... 
est  une  progression  dont  la  raison  est  5. 

Remarqüe.  Si  l’on  écrit  en  sens  inverse  les  termes  d’une  pro- 
gression , la  différence  d’un  terme  au  précédent  reste  la  même, 
mais  elle  change  de  signe.  Ainsi  la  progression  précédente  peut 
s’écrire. 

* 25. 20. 15.10.5. 

On  lui  donne  alors  le  nom  de  progression  décroissante. 


Valeur  d’un  terme  de  rang  quelconque  dans  une  progression. 

132.  Dans  une  progression  croissante,  chaque  terme  peut  se 
former  en  ajoutant  la  raison  au  précédent;  il  en  résulte  que 
pour  former  un  terme  de  rang  quelconque , il  faut  ajouter  au 
premier  autant  de  fois  la  raison  qu’il  y a de  termes  avant  celui 
que  l’on  considère. 

Dans  une  progression  décroissante  un  terme  de  rang  quel- 
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conque  est,  au  contraire,  égal  au  premier,  diminué  d’autant 
de  fois  la  raison  qu’il  y a de  termes  avant  celui  que  l’on  con- 
sidère. 

Exemple.  Dans  la  progression  : 

* 4. 9.  14. 19.24.29.34 
le  terme  34  est  égal  à 4 augmenté  de  6 fois  5 ou  30. 

Remarque,  a étant  le  premier  terme  d’une  progression 
croissante,  et  r sa  raison,  le  nra'  terme  est  égal  à a -)-(»  — l)r. 
Si  la  progression  est  décroissante , a et  r,  désignant  toujours 
le  premier  terme  et  la  raison  , la  valeur  du  n™  terme  est 
a — (« — )r. 

Les  deux  formules  précédentes  peuvent  se  réduire  à une 
seule  et  la  distinction  entre  les  progressions  croissante  et  dé- 
croissante peut  être  supprimée  si  l’on  convient,  en  général, 
que  la  raison  d’une  progression  est  l’excès  d’un  terme  sur  le 
terme  précédent.  Si  la  progression  est  décroissante , cet  excès 
est  négatif,  et  la  lettre  r qui  désigne  la  raison  représente  alors 
un  nombre  négatif.  D’après  cette  convention , si  le  premier 
terme  est  a et  r la  raison,  le  dernier  terme  sera  égal,  dans 
tous  les  cas , à 

a -f-  (»  — 1 )r.  * 


Insertion  de  moyens  arithmétiques. 


135.  Insérer  m moyens  arithmétiques  entre  deux  nombres, 
a et  l,  c’est  former  une  progression  dont  a et  l soient  les  termes 
extrêmes  et  dont  ces  m moyens  soient  les  termes  intermé- 
diaires. 

Pour  calculer  ces  moyens  et  la  raison  de  la  progression 
qu’ils  forment,  remarquons  que  cette  progression  aura  wt-(-2 
termes  ; le  dernier  terme  l , sera  donc  (152)  égal  à a augmenté 
de  {m  -f- 1)  fois  la  raison.  L’excès  de  l sur  a est  donc  égal  à 
m -f- 1 fois  la  raison  cherchée,  et,  par  conséquent,  celte  raison 


r est  1 , a~.  Connaissant  la  raison  et  le  premier  terme,  on  for- 
m -f- 1 

mera  sans  peine  tous  les  autres. 
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134.  Remarque  I.  La  raison  ne  dépend  que  de  la  différence 
Z — a et  du  nombre  de  moyens  insérés.  Il  en  résulte  que  si  l’on 
considère  mie  progression 

t a .b  .c  , 

et  que  l’on  insère  m moyens  entre  a et  b,  m entre  b et  c,  m 
entre  c et  d , etc. , les  progressions  ainsi  formées  auront  toutes 
même  raison , et  comme  le  dernier  terme  de  l’une  est  le  pre- 
mier de  la  suivante,  on  pourra  les  considérer  comme  n’en  fai- 
« sant  qu’une  seule. 

133.  Remarque  II.  Quel  que  soit  le  nombre  de  moyens  in- 
sérés entre  deux  nombres  a et  Z,  la  raison  de  la  progression  ob- 
tenue est  le  quotient  de  la  division  de  Z — a par  un  nombre 
entier.  Réciproquement,  on  peut  déterminer  le  nombre  des 
moyens  insérés,  de  telle  sorte  que  le  nombre  entier  par  lequel 
il  faut  diviser  Z — a,  pour  obtenir  la  raison,  ait  telle  valeur 
que  l’on  voudra. 

Si  l’on  veut,  par  exemple,  que  la  raison  soit  il  faut 

insérer  trois  moyens. 


Somme  des  termes  d'une  progression  par  différence. 

136.  Théorème.  Dans  une  progression  par  différence  la  somme 
de  deux  termes  également  distants  des  extrêmes  est  constante  et 
égale  à la  somme  des  termes  extrêmes. 

Désignons  par  a et  l les  termes  extrêmes  d’une  progres- 
sion, et  par  r sa  raison.  Le  terme  qui  suit  a,  est  a-f-r,  celui 
qui  précède  Z,  est/— r,  et  il  est  évident  que  leur  somme  est 
égale  à a + Z-  Le  terme  qui  suit  a de  deux  rangs  est  a -f-2r. 
celui  qui  précède  Z de  deux  rangs,  Z — 2r,  et  leur  somme 
est  encore  a -j-  Z.  En  général,  le  terme  placé  n rangs  après  a, 
est  a-fnr,  le  terme  placé  n rangs  avant  Z est  l — nr,  et  l’on  a 
évidemment 

a-\-nr  -\-l  — nr  = a-\-l. 

157.  Soit  une  progression 

[1]  t a • b » c ...  j • k » l. 
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Écrivons  cette  progression  sur  une  seconde  ligne  horizontale 
en  la  renversant  de  telle  sorte  que  les  termes  à égale  distance  des 
extrêmes  se  correspondent  verticalement  dans  les  deux  lignes  : 

[2]  t l .k.j  ...c  .b  .a.  . 

Si  on  ajoute  les  termes  de  la  suite  [I]  et  ceux  de  la  suite  [2] , 
on  aura  évidemment  le  double  de  la  somme  cherchée,  puisque 
chaque  terme  entrera  deux  fois.  On  aura  donc , en  désignant 
cette  somme  par  s , 

2i = (a  -f- 1)  -\-  (fi  -f- k) + (c  -\-j  ) -f- . . . . -f- (/  -J-  c) -f- \k  -f- à)  -J-  (/ -J-  a)  ; 

mais(l3G),  toutes  les  sommes  indiquées  entre  parenthèses  sont 
égales  à la  somme  a-\-l  des  termes  extrêmes , et  comme  leur 
nombre  est  le  nombre  n des  termes  de  la  progression , on  a 

2s  = (a  + 1)  X n 
( a-\-l)'Xn 

ou  s = ^ ' 

Remarque.  Si  l'on  connaissait  seulement  le  premier  terme 
a,  la  raison  r,  et  le  nombre  n des  termes,  il  faudrait,  pour 
appliquer  le  résultat  précédent,  commencer  par  calculer  le 
dernier  terme  L On  aurait  (132)  / = a + (» — 1)  r,  et  par  con- 
séquent, 

(a -H)»  [2a  + (n— 1 )r]n 

s = — £— = ^ ' 

Exemple.  Calculer  la  somme  des  n premiers  nombres  impairs, 
l+S  + 5 + 7 + ....  + a»— 1. 

Ces  nombres  forment  une  progression  de  n termes,  leur  somme 
est  donc 

(I -f2n  — !)»_  ,. 

4 2 ' 

ainsi  la  somme  des  n Ipremiers  nombres  impairs  est  égale  au 
carré  de  n. 


Progression  par  quotient. 

138.  Une  progression  par  quotient  est  une  suite  de  nombre; 
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tels  que  le  rapport  de  l’un  d’eux  au  précédent  soit  constant.  Ce 
rapport  se  nomme  raison  de  la  progression. 

Exemple.  Les  nombres  1,  10,  100,  1000,  etc.,  forment  une 
progression  par  quotient  dont  la  raison  est  10. 

Pour  indiquer  que  des  nombres  forment  une  progression  par 
quotient,  on  les  écrit  à la  suite  les  uns  des  autres,  en  les  fai- 
sant précéder  du  signe  if , et  plaçant  deux  points  dans  chaque 
intervalle. 

Exemple,  ü 4 : 8 : 16 : 32  : 64  : 128  : etc.,  est  une  progres- 
sion par  quotient  dont  la  raison  est  2. 

Remarque.  Si  l’on  écrit  en  sens  inverse  les  termes  d’une  pro- 
gression, le  rapport  d’un  terme  au  précédent  prend  une  valeur 
réciproque  de  celle  qu’il  avait  : ce  rapport  est  donc  encore 
constant,  et  l’on  a une  nouvelle  progression,  décroissante  si 
la  première  était  croissante. 

Exemple,  fi  128  : 64  : 32 : 16:  8 : 4 est  une  progression  dé- 
croissante dont  la  raison  est 


Valeur  d'un  terme  de  rang  quelconque. 

130.  Dans  une  progression  par  quotient,  chaque  terme  se 
forme  en  multipliant  le  précédent  par  la  raison  : il  en  résulte 
que  pour  former  un  terme  de  rang  quelconque,  il  faut  multi- 
plier le  premier  par  la  raison  prise  autant  de  fois  comme  fac- 
teur, qu’il  y a de  termes  avant  celui  que  l’on  considère,  c’est- 
à-dire  par  la  raison  élevée  à une  puissance  marquée  par  ce 
nombre  de  termes. 

Remarque,  a étant  le  premier  terme  d’une  progression  par 
quotient  et  g sa  raison,  le  nme  terme  est  égal  à a x?"'1. 

140.  Théorème.  Si  une  progression  est  croissante,  on  peut 
la  prolonger  assez  pour  que  ses  termes  dépassent  toute  limite 
donnée. 

Soit  une  progression  croissante  ayant  pour  raison  un  nombre 
q supérieur  à l’unité  : 

ff  a : b :c  : d : :k:l:m. 
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Ou  a les  égalités  l = kxq, 

m — lxq 

on  en  déduit  «i — /=(/ — ) 'i)Xq , 

et  comme  q est,  par  hypothèse,  plus  grand  que  1,  la  différence 
m—l  est  plus  grande  que  l—k.  L’excès  d’un  terme  sur  le  pré- 
cédent va  donc  sans  cesse  en  croissant.  Or,  en  supposant  cet 
excès  constant,  on  pourrait,  en  l’ajoulanl  au  premier  terme  a, 
un  nombre  suffisant  de  fois,  obtenir  un  résultat  aussi  grand 
qu’on  le  voudrait,  et  il  en  est,  a fortiori,  de  môme  si,  connue 
nous  l’avons  reconnu , il  va  en  augmentant. 

141.  Théorème.  Si  une  progression  est  décroissante , on  peut  la 
prolonger  assez  pour  que  ses  termes  décroissent  au-dessous  de  toute 
limite. 

Soit  une  progression  décroissante  ayant  pour  raison  un 
nombre  q inférieur  à l’unité  : 

fi  a : b : c : d: : k : l:m. 


..Les  termes  a*  b*  c*  d*  k*  1*  m 

formeront  une  progression  croissante  ayant  pour  raison  - 5 
car  des  égalités 


b—aXq,  c — bXq,  d — cXq 

on  déduit 


U‘xi, 

b a q c b q 


Il  résulte  donc  du  théorème  précédent  que  les  fractions^,  ~ 

k l )n 

peuvent  devenir  aussi  grandes,  et,  par  suite,  leurs  dénomina- 
teurs k,  l,  m,  aussi  petits  qu’on  le  voudra.  C’est  précisément 
ce  qu’il  fallait  démontrer. 


Insertion  de  moyens  par  quotient. 

142.  Insérer  m moyens  par  quotient  entre  deux  nombres 
u et  l,  c’est  former  une  progression  dont  « et  l soient  les  ler- 

11 
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mes  extrêmes,  et  dont  ces  m moyens  soient  les  termes  inter- 
médiaires. 

Pour  calculer  ces  moyens  et  la  raison  de  la  progression  qu’ils 
forment,  remarquons  que  cette  progression  byant  m- j-2 
termes,  le  dernier  terme  l est  égal  (139)  à a multiplié  par  la 
puissance  (rra-f-  l)"1*  de  la  raison  ; on  en  conclut  que  le  rapport 

^ est  la  puissance  de  la  raison,  et  que,  par  consé- 


“+77 

quent,  cette  raison  est  w -.  Connaissant  la  raison  et  le  pre- 
mier terme,  on  formera  sans  peine  tous  les  autres. 


143.  Remarque  I.  La  raison  ne  dépend  que  du  rapport  et 

du  nombre  des'  moyens  insérés;  il  en  résulte  que  si  on  consi- 
dère une  progression 


ho  : b:  c : d : e : : k:i. 


et  que  l’on  insère  m moyens  entre  a et  6,  m entre  b et  e,  m 

entre  c et  d les  progressions  ainsi  formées  auront  toutes 

même  raison,  et  comme  le  dernier  terme  de  l’une  est  le  pre- 
mier de  la  suivante,  on  pourra  les  considérer  comme  n’en  fai- 
sant qu’une  seule. 

144.  Remarque  II.  Pour  que  trois  nombres  a,  6 et  c puissent 
faire  partie  d’une  même  progression,  il  faut  qu’on  puisse  insé- 
rer entre  a et  c un  nombre  de  moyens  tel,  que  la  progression 
qu’ils  forment  compte  b parmi  ses  termes;  en  désignant  par  m 
ce  nombre  inconnu  de  moyens , la  raison  de  la  progression  est 


Pour  que  b soit  le  nm’  terme  de  cette  progression,  on  doitavoir 


ou,  ce  qui  revient  au  même, 


Ces  deux  quantités  devant  être  égales , il  faut  que  leurs 
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puissances  (m-f- 1 )”•*  le  soient  elles-mêmes,  et,  paç  conséquent, 


[3) 


6"*+ 1 _ cn_1, 
am+1  <F-r 


Supposons  que  b,  a etc  soient  commensurables,  il  en  sera  de 
même  de  — et  — ; si  nous  désignons  par  - et  - les  fractions 

Q,  CL  Q\  (Li 

irréductibles  équivalentes,  l’égalité  [3]  revient  à 


r4] 


br+*  _ ci"-1 

«r+i  — o,*-1’ 


Mais  ces  deux  fractions  sont  irréductibles,  et  ne  peuvent 
être  égales  que  si 

d1"l+1  = c,"-', 

af*'  = 


d’où  résulte  évidemment  que  ô,  et  c,  doivent  être  composés  des 
mêmes  facteurs  premiers,  ainsi  que  o,  et  ai,  et  que  les  expo- 
sants d’un  même  facteur,  dans  ô,  et  ct  et  dans  a,  et  as,  doivent 

avoir  un  rapport  constant , 


? 


Application.  Quels  sont  les  nombres  commensurables  qui  peu- 
vent faire  partie  d' une  progression  par  quotient  ayant  pour  termes 
1 et  10? 


Si  nous  nommons  - un  des  nombres  cherchés,  on  doit 
? 

avoir,  d’après  ce  qui  précède , en  désignant  par  m et  n des 
nombres  entiers, 


c’est-à-dire 


Le  premier  membre  étant  entier,  le  second  doit  l’être  aussi, 


et  comme  la  fraction  est  irréductible , il  faut  que  l’on 


ait  ç = l.  De  plus,  pour  que  ÎO*44  soit  égal  à p*-',  il  faut 
que  p ne  contienne  que  les  facteurs  2 et  5 , et  que  ces  facteurs 
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y soient  affectés  d’exposants  égaux,  ou,  en  d’autres  termes, 
que  p soit  une  puissance  de  10. 

Les  puissances  de  10  sont  donc  les  seuls  nombres  conunensu- 
râbles  qui  puissent  figurer  dans  une  progression  par  quotient, 
dont  1 et  10  font  partie. 


Somme  des  termes  d’une  progression  par  quotient. 


143.  Soit  une  progression  par  quotient 

a a : b : c:d  : e : : k:  l; 

il  faut  évaluer  la  somme 

[1]  S = et  — | — 6 —J — c —J—  </  — {— -)-  k -f-  /. 

En  nommant  q la  raison , et  multipliant  par  q les  deux  mem- 
bres de  l’égalité  [1],  on  obtient 

[2]  S?  = aq  + bq  -f  cq  + dq  -f + kq  + lq\ 

mais,  par  hypothèse,  aq  — b,  bq  — c,  cq=d kq  = l ; l’éga- 

lité précédente  devient  donc 

[3]  Sq  = b -j-  c -j-  d -f- 

Si  l’on  retranche  les  deux  premiers  membres  des  égalités  [1  ] 
et  [3] , on  aura  le  même  résultat  qu’en  retranchant  leurs  se- 
conds membres,  ce  qui  donne  évidemment 

S q — S — lq  — a 
ou  S(q  — 1 ) — lq  — «, 


et  par  conséquent, 


Remarque  1.  Si  la  progression  est  décroissante,  q est  plus 
petit  que  1,  et  l’on  ne  peut  plus  retrancher  S de  Sg;  il  faut 
faire  la  soustraction  en  sens  inverse , et  l’on  trouve  alors 


c _ a — lq 
~ 1— 

Mais  les  conventions  faites  sur  les  nombres  négatifs  rendent 
ces  formes  équivalentes. 
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Remarque  II.  Si  l’on  donne  seulement  le  premier  terme  a 
d’une  progression , sa  raison  q,  et  le  nombre  n de  ternies,  il 
faudra,  pour  faire  usage  du  résultat  précédent,  commencer  par 
calculer  le  dernier  terme  l,  on  aura  (139)  l = aqK-',  et,  par 
conséquent, 

c aq* — a 

. 

q—i 


Limite  de  la  somme  des  termes  d’une  progression  par  quotient  décroissante. 

146.  La  formule  qui  donne  la  somme  des  termes  d’une  pro- 
gression décroissante,  dont  a est  le  premier  terme,  l le  dernier 
et  q la  raison,  est 

c a — lq 


on  peut  l’écrire 


lq 


i —q  i —q 


Si  le  nombre  des  termes  de  la  progression  augmente  indé- 
conserve constamment  la  même  valeur,  mais 


1 —q 


% 4 


finimenfc, 

peut  devenir  aussi  petit  que  l’on  voudra,  à cause  du  fac- 
teur l qui  décroît  sans  limite  (141);  il  en  résulte  que  la  limite 
dont  s’approche  la  valeur  de  S,  à mesure  que  le  nombre  des 

termes  augmente , est  --1 

Application.  Une  fraction  décimale  périodique  peut  être  con- 
sidérée comme  une  progression  décroissante,  et  la  formule 
précédente  lui  est  applicable. 

Soit , par  exemple , la  fraction  périodique 

0,  35  35  35  35  .... 

En  la  séparant  en  tranches  de  deux  chiffres  à partir  de  la  vir- 
gule , on  obtient  la  progression 

• • 35  • 35  • 35  • 

*•  nu»  • i oooo  • i Anoooo 
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dont  la  raison  est  D’après  la  formule  précédente,  la  limile 
de  la  somme  de  ses  termes  est 


ce  qui  est  précisément  le  résultat  obtenu  dans  la  théorie  des 
fractions  périodiques.. 

RÉSUMÉ. 

131.  Définition  des  progressions  par  différence  ; progressions  croissantes 
on  décroissantes.  Définition  de  la  raison.  — 132.  Un  terme  de  rang  quel- 
conque est  égal  au  premier  terme  augmenté  ou  diminué  d’autant  de  fois 
la  raison  qu’il  y a de  termes  avant  lui.  — 133.  Insertion  de  moyens 
par  différence.  — 134.  Si,  entre  les  termes  d’une  progression,  on  insère 
un  nombre  constant  de  moyens , on  forme  une  progression  nouvelle.  — 

133.  Quel  que  soit  le  nombre  des  moyens  insérés,  la  raison  est  un  divi- 
seur de  la  différence  des  termes  extrêmes.  — 136.  Dans  une  progression 
par  différence,  la  somme  de  deux  termes  également  distants  des  ex- 
trêmes est  constante  et  égale  à celle  des  extrêmes.  — 137.  Somme  des 
termes  d’une  progression  par  différence.  — 138.  Définition  des  pro- 
gressions par  quotient.  — 139.  Un  terme  de  rang  quelconque  est  égal 
au  premier,  multiplié  par  la  raison  élevée  à une  puissance  marquée 
par  le  nombre  des  termes  qui  le  précèdent.  — 140.  Les  teAnes  d’une 
progression  par  quotient  croissante  peuvent  dépasser  toute  limite.  — 

1 41 . Les  termes  d’une  progression  décroissante  peuvent  décroître  au- 
dessous  de  toute  limite  assignée.  — 142.  Insertion  de  moyens  par  que^  ' 
tient.  — 143.  Si  on  insère  un  nombre  constant  de  moyens  entre  les  t 
termes  consécutifs  d’une  progression  par  quotient , on  forme  une  pro-  f 
gression  nouvelle.  — 144.  Recherche  d’une  progression  dont  fassent 
partie  des  nombres  donnés.  Cas  dans  lesquels  une  telle  progression 
n’existe  pas.  — 148.  Somme  des  termes  d’une  progression  par  quotient. 

— 146.  Limite  de  la  somme  des  termes  d’une  progression  décroissante. 

EXERCICES. 

I.  Quelles  sont  les  progressions  par  différence  dans  lesquelles 
la  somme  de  deux  termes  quelconques  fait  partie  de  la  pro- 
gression ; et  les  progressions  par  quotient  dans  lesquelles  le 
produit  de  deux  termes  fait  partie  de  la  progression? 

II.  Si  dans  une  suite  de  nombres  chacun  est  la  demi-somme 
de  ceux  qui  le  comprennent,  ces  nombres  forment  une  pro- 
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gression  par  différence,  et  si  chacun  est  moyen  proportionnel 
entre  les  deux  qui  le  comprennent , ils  forment  une  progres- 
sion par  quotient. 

III.  Dans  quelles  progressions  par  différence  existe-t-il  un 
rapport  indépendant  de  n entre  la  somme  des  n premiers  termes 
et  la  somme  des  n suivants? 

IV.  \jï,  \Jb  et  \J7  peuvent-ils  faire  partie  d’une  même  pro- 
gression par  différence  ou  par  quotient  ? 

V.  Si  on  prend  la  suite  des  nombres  impairs  1, 3,  5,  7,  .... 
et  qu’on  la  sépare  en  groupes  dont  le  premier  ait  un  terme,  le 
second  deux  termes,  le  troisième  trois,  etc.,  la  somme  des 
termes  d’un  même  groupe  est  un  cube. 

VI.  Si  on  considère  la  suite  1, 2,  4, 6,  8,  10  ....  la  somme 
des  n premiers  termes  est  impaire  et  augmentée  des  n — 1 
nombres  impairs  suivants,  elle  donne  un  cube. 

VII.  Dans  une  progression  géométrique  de  six  termes , la 
différence  des  termes  extrêmes  esf  plus  grande  que  six  fois  la 
différence  des  termes  du  milieu. 

VIII.  Si  on  ajoute  termes  à termes  deux  progressions  géomé- 
triques qui  n’ont  pas  même  raison , les  résultats  ne  formeront 
pas  une  progression , mais  chaque  terme  pourra  se  déduire  des 
deux  précédents,  en  les  multipliant  par  des  nombres  constants 
et  ajoutant  les  produits. 

IX.  On  forme  une  suite  de  termes  tels  que  chacun  soit  la 
demi-somme  des  précédents;  connaissant  les  deux  premiers 
termes  de  cette  suile , trouver  de  quelle  limite  on  s’approche 
lorsqu’on  en  forme  un  nombre  de  plus  en  plus  grand. 

X.  Soit  AB  une  ligne  quelconque,  on  marque  son  milieu  C, 

à i — b 

puis  le  milieu  D de  CB,  puis  le  milieu  E de  DC , puis  le  mi- 
lieu F de  ED  , le  milieu  G de  FE  et  ainsi  de  suite  indéfiniment, 
prouver  que  les  points  C,  D,  E,  F,  G,  s’approchent  de  plus  en 
plus  du  tiers  de  AB  à partir  du  point  B. 
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XI.  îrom  or  la  limite  de  la  somme  des  frarlions 

3 + 1 + I + A + Æ + •••• 

dont  les  numérateurs  forment  une  progression  par  différence 
et  les  dénominateurs  une  progression  par  quotient. 

XII.  On  forme  la  suite  des  nombres 

1,  3,  6,  10,  15,  21,  etc., 

tels  que  la  différence  de  deux  termes  consécutifs,  va  sans  cesse 
en  augmentant  d’une  unité,  trouver  la  somme  des  n premiers 
termes  de  cette  suite. 

XIII.  Si  dans  une  progression  par  différence  trois  termes  con- 
sécutifs sont  des  nombres  premiers,  la  raison  est  divisible  par  6, 
à moins  que  le  premier  de  ces  termes  ne  soit  3.  S’il  y en  a 5, 
la  raison  est  divisible  par  30 , 5 moins  que  le  premier  de  ces 
termes  ne  soit  5,  et  s’il  y en  a 7,  elle  est  divisible  par  210,  h 
moins  que  le  premier  de  ces  tenues  ne  soit  7. 

XIV.  Dans  une  progression  par  quotient  dont  le  nombre  des 
termes  est  impair,  la  somme  des  carrés  des  termes  est  égale  à la 
somme  des  termes  multipliée  par  l’excès  de  la  somme  des  termes 
de  rang  impair  sur  la  somme  des  termes  de  rang  pair. 

XV.  Éliminer  y entre  les  deux  équations 

xm  -|-  xn~'y  -}-  xm~'y'  -}-...  -f-  2/m  = am 
.z*"  ...  -J-  ylm=  6*“. 

XVI.  Trouver  une  progression  par  quotient  connaissant  la 
somme  de  ses  termes,  la  somme  de  leurs  carrés  et  celle  de 
leurs  cubes. 
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théorie  Elémentaire  des  logarithmes. 


Définitions. 

é 

* 147.  Quand  on  considère  deux  progressions,  l’une  par  dif- 
férence commençant  par  0,  l’autre  par  quotient  commençant 
par  l’unité,  les  termes  de  la  progression  par  différence  sont 
nommés  les  logarithmes  des  termes  de  même  rang  dans  la  pro- 
gression par  quotient. 

Remarque.  Le  logarithme  d’un  nombre  considéré  isolément, 
est  tout  à fait  arbitraire.  Si  l’on  demande  : quel  est  le  loga- 
rithme de  3?  cette  question  n’a  aucun  sens  tant  que  l’on  n’a 
pas  choisi  les  progressions  qui  définissent  le  système  dont  on 
veut  parler. 

148.  D’après  la  définition  précédente,  lorsque  l’on  a choisi 
les  deux  progressions  qui  définissent  un  système  de  logarithmes, 
il  semble  que  les  nombres  qui  ne  font  pas  partie  de  la  progres- 
sion par  quotient  n’ont  pas  de  logarithmes  ; nous  allons  voir 
comment,  en  étendant  cette  définition,  on  est  conduit  à re- 
garder chaque  nombre  plus  grand  que  l’unité  comme  ayant  un 
logarithme.  Nous  considérerons  spécialement  le  système  qui 
résulte  des  progressions 

«i:io:ioo:iooo.... 

tO.  1.2.3  .... 


C’est  le  seul  dont  on  fasse  usage  dans  les  applications  numé- 
riques. 

Supposons  qu’entre  deux  termes  consécutifs  de  chacune  de 
ces  progressions  on  insère  un  môme  nombre  de  moyens.  On 
obtiendra  (134,  143)  deux  nouvelles  progressions  dans  les- 
quelles les  termes  des  progressions  primitives  se  correspon- 
dront encore , et  les  termes  nouvellement  introduits  dans  la 
progression  par  quotient,  auront  pour  logarithmes  les  termes 
de  même  rang  introduits  dans  la  progression  par  différence. 
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149.  Remarque.  Pour  que  la  définition  donnée  (148)  soit 
admissible,  il  faut  montrer  que  si,  en  insérant  des  nombres 
différents  de  moyens,  on  amène,  de  deux  manières  différentes, 
un  même  nombre  à faire  partie  de  la  progression  par  quotient, 
on  lui  trouvera  des  deux  manières  le  même  logarithme. 

Supposons  que  l’on  ail  d’abord  inséré  p moyens  entre  les 
divers  termes  des  deux  progressions 

ki  :io:ioo....  » 

10.  1 . 2 .... 


la  raison  de  la  progression  par  quotient  deviendra  .(142) 


'y'IO,  et  celle  de  la  progression  par  différence  y 
En  sorte  que , l’un  quelconque  des  termes  de  la  première , 


sera  ('"y/10)*et  le  terme  correspondant  de  lu  seconde 


_k 

P + l’ 


k désignant  un  nombre  entier. 

Supposons  que  l’on  insère  entre  deux  termes  consécutifs  des 
progressions  primitives,  un  autre  nombre  p'  de  moyens,  un 
terme  quelconque  de  la  progression  par  quotient  sera  V io)*', 


et  son  logarithme 


k ' 

P'  + 1 


; nous  voulons  prouver,  que  si  l’on  a 


[1] 

on  aura  ainsi 
[2] 


rmk=nm 

k k' 

P+l_  JP'+l' 


Si,  en  effet,  nous  élevons  les  deux  membres  de  la  première 
de  ces  égalités  à la  puissance  (p  + l)X(p'  + l),  nous  aurons: 

[3]  1 Ok*w+v  — lo^tp+o  f 


car,  pour  élever  CV10)  à la  puissance  k , puis  à la  puissance 
(p-j-l)X(p'-f  1),  il  suffit  de  le  prendre  comme  facteur  un 
nombre  de  fois  égal  h kx(p-j-  1)X  (p1  + 1),  et,  pour  cela,  on 
peut  l’élever  d’abord  h la  puissance  p -j-l,  puis  élever  le  résul- 
tat, qui  est  10,  à la  puissance  *X(p'-f-  1). 


Digitized  by  Google 


THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  LOGARITHMES. 


171 


L’égalité  [3]  entraîne  évidemment  : 


et  par  suite, 


*X(p'  + l)  = A'X(p  + l), 

k _ k' 

P-M~  P'  + l' 


Donc,  si  l’on  peut  introduire  un  même  nombre  de  deux  ma- 
nières différentes  dans  la  progression  par  quotient,  on  lui  trouvera 
des  deux  manières  le  même  logarithme. 


ISO.  Si  l’on  calcule  des  logarithmes  en  insérant  un  certain 
nombre  de  moyens  entre  les  termes  consécutifs  des  deux  pro- 
gressions, puis  que  l’on  en  calcule  d’autres  en  insérant  un  autre 
nombre  de  moyens,  ces  divers  logarithmes  peuvent  être  con- 
sidérés comme  faisant  partie  d’un  seul  et  même  système.  Pour 
le  prouver,  remarquons  que  si  entre  les  termes  consécutifs  de 
la  progression  par  quotient  on  insère  p — 1 moyens,  puis  p’ — 1 
moyens,  tous  les  termes  obtenus  dans  l'un  et  l’autre  cas,  fout 
partie  d’une  seule  et  même  progression,  que  l’on  obtiendrait 
en  insérant  pXp'  — 1 moyens. 

Si,  en  effet,  entre  deux  termes  a et  b d’une  progression,  on 
insère  pxp' — 1 moyens,  le  terme  b aura,  après  cette  insertion, 
le  p’Xpm*  rang,  à partir  du  second.  Si  donc,  dans  la  progression 
ainsi  formée,  on  compte  les  termes  de  p en  p,  b sera  le  p'n,e,  et  si 
on  les  compte  de  p'  en  p',  il  sera  le  pmt  ; les  termes  ainsi  obtenus 
pourront  donc  être  considérés,  dans  le  premier  cas,  comme 
formant  p' — 1 moyens  entre  a et  b,  et  dans  le  second,  comme 
en  formant  p — 1 . La  même  remarque  s’appliquant  à la  pro- 
gression par  différence,  on  voit  que  les  deux  systèmes  obtenus 
en  insérant  p — 1 moyens  etp' — 1 moyens,  sont  compris  dans 
le  système  unique  qui  correspond  àpxp'  — 1 moyens. 

Par  exemple,  si  a et  b désignent  deux  termes  consécutifs 
d’une  progression  par  quotient  ou  par  différence,  et  que  l’on 
insère  entre  a et  b,  trois  moyens,  puis  ensuite  cinq  moyens,  de 
manière  à former  les  progressions 

a,  Ai,  A»,  Aj,  b, 
a,  Bi,  Bs,  Bj,  B4,  B5,  b. 

Si  l’on  insère  ensuite  23  moyens  (c’est-à-dire  4x6 — 1)  on 
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formera  une  progression  nouvelle  dans  laquelle  At,  A,,  As  figu- 
reront aux  rangs  7,  13  et  19,  et  B,,  B„  Bj,  B*,  Bs,  aux  rangs  f>, 
9,  13,  17  et  2t. 


Généralités  sur  les  nombres  incommensurables. 

181.  Quand  deux  grandeurs  n’ont  pas  de  commune  mesure, 
leur  rapport  ne  peut  être  représenté  par  aucun  nombre  entier 
ou  fractionnaire.  Il  existe  de  pareilles  grandeurs.  Nous  sa- 
vons, par  exemple,  que  si  un  nombre  n’est  pas  un  carré  ou  un 
cube  parfait,  sa  racine  carrée  ou  cubique  représente  une  gran- 
deur parfaitement  déterminée,  qui  n'a  pas  de  commune  mesure 
avec  l’unité. 

Un  nombre  incommensurable  ne  peut  se  définir  qu’en  indi- 
quant comment  la  grandeur  qu’il  exprime  peut  se  former  au 
moyen  de  l’unité.  Dans  ce  qui  suit,  nous  supposons  que  cette 
définition  consiste  à indiquer  quels  sont  les  nombres  commcn- 
surables  plus  petits  ou  plus  grands  que  lui  ; on  peut  alors  con- 
cevoir la  grandeur  dont  il  est  la  mesure  comme  servant  de 
limite  commune  à celles  qui  sont  représentées  par  des  nombres 
plus  grands  ou  plus  petits,  absolument  comme  on  l’a  indiqué 
en  arithmétique  à l’occasion  des  racines  carrées. 


Addition  et  soustraction  des  nombres  incommensurables. 

182.  Ajouter  ou  soustraire  deux  nombres  incommensurables, 
c’est  trouver  un  nombre  exprimant  la  somme  ou  la  différence 
des  grandeurs  exprimées  par  les  nombres  proposés. 

« 

Multiplication. 

183.  Si  le  multiplicateur  est  commensurablc,  il  n’y  a aucune 
modification  à apporter  à la  définition. 

Exemple.  Le  produit  de  \J%  par  7,  est  un  nombre  exprimant 
une  grandeur  7 fois  plus  grande  que  celle  qu’exprime  \/2.  Le 
produit  de  V2  par  est  un  nombre  exprimant  une  grandeur 
égale  aux  trois  quarts  de  celle  qu’exprime  ^2. 
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Si  le  multiplicateur  est  incommensurable,  il  faut  une  dciini- 
lion  nouvelle.  Nous  appellerons  produit  d’un  nombre  A par  un 
nombre  incommensurable  B,  un  nombre  moindre  que  le  pro- 
duit de  A par  un  nombre  commensurable  quelconque  supérieur 
à B,  et  plus  grand  que  le  produit  de  A par  un  nombre  com- 
mensurable quelconque  moindre  que  B. 


Division. 

184.  Diviser  deux  nombres  A et  B l'un  par  l’autre,  c’est 
trouver  un  troisième  nombre  qui,  multiplié  par  le  diviseur  B, 
reproduise  le  dividende  A.  Cette  définition  s’applique  quels  que 
soient  les  nombres  A et  B,  commensurables  ou  incommen- 
surables. 


Racines  carrées  et  cubiques. 

1RS.  La  racine  carrée  ou  cubique  d’un  nombre  incommen- 
surable est  un  nombre  qui,  pris  deux  ou  trois  fois  comme  fac- 
teur, donne  un  produit  égal  au  nombre  donné. 

Remarque.  La  seule  opération  qui  exige  une  définition  véri-  * 
tablement  nouvelle  est  celle  delà  multiplication,  toutes  les  autres 
se  rattachent  à celle-là. 


Théorèmes  relatifs  aux  nombres  incommensurables. 


180.  Théorème  I.  On  peut  toujours  trouver  deux  nombres 
commensurables  ayant  une  différence  aussi  petite  que  l'on  voudra 
et  qui  comprennent  entre  eux  un  nombre  incommensurable  donné. 
Soit  » un  nombre  entier  quelconque;  si  Ton  considère  la  suite 


0, 


12  3 4 

»’  n*  n’ 


on  voit  que  ses  termes  augmente  sans  limite,  et  comme  iis 
commencent  à 0,  le  nombre  donné,  quel  qu’il  soit,  est  néces- 

X X I 1 

saircment  compris  entre  deux  d’entre  eux,  - et  — ^ — , et  l’on 
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peut  prendre  n assez  grand,  pour  que  leur  différence  - soit 
aussi  petite  qu’on  le  voudra. 

187.  Remarqüe.  D’après  le  théorème  précédent,  nous  admet- 
trons, comme  évident,  que  les  théorèmes  suivants,  qui  ont  été 
démontrés  pour  des  nombres  commensurables  quelconques, 
s’appliquent  aussi  à des  nombres  incommensurables. 

Dans  un  'produit  de  plusieurs  facteurs,  on  peut  changer  l’ordre 
des  facteurs. 

Pour  multiplier  un  nombre  par  le  produit  de  plusieurs  facteurs, 
on  peut  le  multiplier  successivement  par  ces  divers  facteurs. 

Pour  multiplier  un  produit  par  un  nombre,  il  suffit  de  multi- 
plier un  de  ses  facteurs  par  ce  nombre. 

Pour  multiplier  un  produit  par  un  autre  produit,  il  suffit  de 
former  un  produit  unique  avec  les  facteurs  du  multiplicande  et 
ceux  du  multiplicateur. 

Pour  multiplier  deux  puissances  d’un  même  nombre,  il  suffit 
d’ajouter  les  exposants. 


Logarithmes  incommensurables. 

y 188.  Les  nombres  dont  les  logarithmes  sont  définis  dans  les 
paragraphes  précédents , croissent  par  degrés  aussi  rapprochés 
qu’on  le  veut.  Si  l’on  se  bornait  cependant  à cette  définition, 
une  infinité  de  nombres  devraient  être  regardés  comme  n’ayant 
pas  de  logarithmes.  On  sait  par  exemple  (144)  que,  quel  que  soit 
le  nombre  des  moyens  insérés  dans  la  progression  par  quo- 
tient tt  l : 10: 100:  etc.,  aucun  de  ces  moyens  n’est  com- 
mensurable.  Tous  les  nombres  commensurables  peuvent,  au 
contraire,  s’introduire  dans  la  progression  par  différence 
t 1 .2 . 3 . 4 . etc.,  d’où  il  résulte  que  les  nombres  commensurables 
qui  ne  sont  pas  entiers,  sont  tous  des  logarithmes  de  nombres  in- 
commensurables. 

189.  Quand  un  nombre  ne  peut  pas  être  introduit  dans  la 
progression  par  quotient,  son  logarithme  se  définit  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Le  logarithme  d’un  nombre  N,  qui  ne  peut  pas  faire  partie  de 
la  progression  par  quotient  est  plus  grand  que  les  nombres 
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commensurables  qui  sont  les  logarithmes  de  nombres  inferieurs 
à N,  et  moindre  que  les  nombres  commensurables  qui  sont  les 
logarithmes  de  nombres  plus  grands  que  N. 

Cette  manière  de  définir  un  logarithme  en  disant  quels  sont 
les  nombres  commensurables  plus  grands  et  plus  petits  que  lui, 
est,  comme  on  l’a  vu,  le  moyen  ordinaire  de  définition  pour 
• les  nombres  incommensurables. 

D’après  la  définition  précédente,  il  est  évident  qu’un  nombre  N 
étant  donné,  si  l’on  insère  dans  les  progressions,  un  nombre 
considérable  de  moyens,  deux  d’entre  eux  comprendront  N 
dans  la  progression  par  quotient , et  leurs  logarithmes  seront 
des  valeurs  approchées  du  logarithme  de  N. 

Ce  procédé  pour  calculer  les  logarithmes  serait  fort  long,  et 
nous  allons  montrer,  par  un  exemple,  combien  il  exigerait  d’o- 
pérations. Nous  verrons,  du  reste,  plus  loin,  qu’il  existe,  pour  le 
calcul  des  logarithmes,  des  méthodes  beaucoup  plus  rapides,  y 

Exemple.  Supposons  que  l’on  demande  le  logarithme  de  1855. 
Nous  savons  que 

3 = log  1000 

et  4 = log  10000; 

donc  3 , 5 = 1 og  1 000 X 1 0000  = log  3 1 62 , 27766  = log  a. 

Le  logarithme  cherché  est  donc  compris  entre  3 et  3,5;  en  in- 
sérant un  moyen  entre  3 et  3,5  dans  la  progression  par  diffé- 
rence, et  un  autre  entre  1000  et  a dans  la  progression  par  quo- 
tient, nous  aurons 

£(3+  3,5)=3,25=logv/l000a=log  1778,2794=log  b; 

donc,  le  logarithme  de  1855  est  compris  entre  3,5  et  3,25;  en 
insérant  deux  nouveaux  moyens,  on  trouve 

3,375  = log  yfâb  = log  237 1 , 3737  = log  c , 

et  les  nouvelles  limites  sont  3,25  et  3,375.  Une  nouvelle  opé- 
ration donne 

3,3125  = logy/èc  = log  2053,5250  = log  d. 


Digitized  by  Google 


176  THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  LOUARITHMBS. 

La  suite  des  calculs  donnera  les  résultats  suivants: 

3,5  = log  a =log3l62,  27766 

3,25=logy/1000«  = logi»  = logl778,  2794 
3,375 rrrlogv'üô  = log  c =log2371,  3737 
3,3125=log\/ïë  = log  il  =log2053,  5250 

3,28 125= log y/bd  *=loge  =logl910,  95294 
3, 265625  = log  yfbê  = log  f =log  1843,  42296 
3,2734375 = log  yjëf  = log  g = log  1 876,  8843 
3,26953 125= log  = log  h = log  1860,  0784 

3,267578 1 2 = log y/fh  = log  i =logl851,  7321 
3, 26855469= log v/AT  = log k =logl855,  9005 
3 ,2680664 1 = log  y^ÂT  = log  l =logl853,  8151 
3,2683 1055 = log  y/ kl  = log  m = log  1854,  8575 
* 3,26843262  =log\/toi  =logn  =logl855,  3789. 

En  comparant  les  deux  derniers  résultats,  on  a 


log  1855,  3789  = 3.268  43262 
log  1854,  8575  = 3.268  31055 

Diff.  0.5214  Diff.  12207. 

Mais  1855=1854,  8575+0.1425; 


donc,  en  admettant  que,  pour  des  nombres  aussi  rapprochés, 
l’accroissement  des  logarithmes  soit  proportionnel  à celui  des 
nombres 


log  1855  = 3,268  31055  + 


1425X12207 

5214X10* 


= 3,268  31055  + 
3336 


ou  log  1855  = 3,268  34391  valeur  exacte. 


Propriétés  des  logarithmes. 

160.  Théorème  I.  Le  logarithme  d'vn  produit  de  deux  fadeurs 
est  la  somme  des  logarithmes  des  fadeurs. 
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Soient  les  deux  progressions  : 

h 1 : q : ç* ....  : q"  .... 
r 0 . r . 2 r....  . nr mr  ...., 

qui  définissent  un  système  quelconque  de  logarithmes;  les 
termes  de  la  première  sont  les  puissances  de  la  raison  q,  ceux 
de  la  seconde  , les  multiples  de  la  raison  r. 

Si  on  multiplie  l’un  par  l’autre  deux  termes  de  la  progression 
par  quotient,  f/mct  qn,  on  aura  un  produit}"'*"  qui,  évidemment, 
est  le  [m  + n -f- 1 )”*  terme  de  la  môme  progression;  si  l’on 
ajoute  les  logarithmes  de  qm  et  q".  qui  sont  mr  et  nr , on  aura  une 
somme  (»»  -f  n)r  qui  est,  évidemment,  le  {ni  -f-  « -f- 1)”’*  terme  de 
la  progression  par  différence  et,  par  conséquent,  le  logarithme 
de  qm+n  ; la  proposition  est  donc  démontrée. 

161.  La  démonstration  précédente  suppose  que  les  nombres 
considérés  lassent  partie  de  la  même  progression  par  quotient. 
Elle  est  en  défaut  pour  les  logarithmes  incommensurables  dé- 
finis (188).  Pour  démontrer  que , dans  ce  cas,  la  proposition 
est  encore  exacte,  remarquons  que  si  l’on  donne  deux  nombres 
quelconques  N et  N',  on  peut  toujours  insérer  dans  les  progres- 
sions assez  de  moyens  pour  que  les  termes  croissent  par  degrés 
insensibles  et  que,  par  conséquent,  il  y ait  deux  termes  con- 
sécutifs Ni  et  N”, , qui  diffèrent  aussi  peu  qu’on  le  voudra  de  N 
et  de  N'  ; mais  on  aura  (160) 

log  N,  X N',  = log  Ni  + log  N',. 

Le  premier  membre  différant  aussi  peu  que  l’on  voudra  de 
logNxN',  et  le  second  aussi  peu  que  l’on  voudradelogN-f-logN', 
il  est  impossible  que  ces  deux  quantités  aient  une  différence 
déterminée  quelconque , et  par  conséquent  elles  sont  égales. 
C’est  ce  qu’il  fallait  démontrer. 

162.  Remarque.  Le  théorème  précédent  s’étend  à un  nombre 
quelconque  de  facteurs.  Soit,  par  exemple,  un  produit  de  trois 
facteurs  a X b X c,  on  a évidemment  : 

log  [n  X b X c)  — log  (a  X b)  X c = log  («  x b)  -f  log  c = 

log  a -f  log  b -f-  log  c. 

*•  * ~ 


Digitized  by  Google 


178 


THÉORIE  ÉLÉMENTAIRE  DES  LOGARITHMES. 


165.  Théorème  II.  Le  logarithme  d’une  puissance  d'un  nombre 
est  le  produit  du  logarithme  du  nombre  par  l’exposant  de  la  puis- 
sance. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  de  la  remarque  précédente. 
Soit,  en  effet,  a4 la  puissance  considérée,  on  a : 

log  a4  = logaXa  X aXa  = log  a + loga-j-loga-f- 
loga  = 4 log  a. 


La  démonstration  s’applique  évidemment  quel  que  soit  l’ex- 
posant. 

164.  Théorème  III.  Le  logarithme  d’un  quotient  est  égal  au  lo- 
garithme du  dividende , moins  celui  du  diviseur. 

Soit  un  quotient  | que  je  désignerai  par  q ; on  aura 


donc 


a = bxq, 
log  a = log  6 + log  g , 


ce  qui  prouve  que  log  q est  l’excès  de  log  a sur  log  b. 


Remarque.  On  suppose , dans  le  théorème  précédent,  que  le 
quotient  | soit  plus  grand  que  1 , car  les  logarithmes  des  nom- 
bres plus  grands  que  1 ont  seuls  été  définis. 

168.  Théorème  IV.  Le  logarithme  d’une  racine  d’un  nombre  est 
égal  au  logarithme  du  nombre , divisé  par  F indice  de  la  racine. 
Soit  la  racine  ÿ'a  que  je  désigne  par  r,  on  a 

= r, 

et , par  conséquent , 

a = r"  ;• 

d’où  Ton  conclut  (165) 


et,  par  suite. 


log  a = m log  r, 


i a 

log  r ==  —2—, 

° m 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 

iÜG.  Remarque.  Les  quatre  théorèqies  précédents  montrent 
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qu’une  multiplication  peut  être  remplacée  par  l’addition  de 
deux  logarithmes;  une  division  par  la  soustraction  de  deux  lo- 
garithmes, et  enfin  l'extraction  d’une  racine  d’ordre  quelcon- 
que, par  la  division  du  logarithme  du  nombre  par  l’indice  de  la 
racine.  Mais  il  faut,  pour  profiter  de  ces  simplifications,  savoir 
trouver  dans  les  tables  le  logarithme  d’un  nombre  donné , et  le 
nombre  correspondant  à un  logarithme  donné. 

Disposition  des  labiés  de  logarithmes  de  Caiiet. 

167.  La  seule  inspection  d’un  nombre  fait  connaître  la  partie 
entière  de  son  logarithme.  Ainsi  les  nombres  de  deux  chiffres 
compris  entre  10  et  100  ont  des  logarithmes  compris  entre  1 et  2, 
dont  la  partie  entière  est  1.  Les  nombres  de  trois  chiffres  com- 
pris entre  100  et  1000  ont  des  logarithmes  compris  entre  2 et  3, 
dont  la  partie  entière  est  2;  et,  en  général,  un  nombre  de  n 
chiffres  étant  compris  entre  10*-'  et  10",  son  logarithme  est 
compris  entre  n — 1 et  n,  et  sa  partie  entière  est  par  conséquent 
n — l. 

On  a profité  de  cette  remarque  pour  se  dispenser  d’inscrire 
dans  les  tables  la  partie  entière,  ou,  comme  on  l’appelle  sou- 
vent , la  caractéristique  des  logarithmes. 

168.  La  première  table  est  toute  simple;  elle  contient  les 
nombres  naturels  depuis  1 jusqu’à  1200,  disposés  suivant  leur 
ordre  en  plusieurs  colonnes,  au  haut  desquelles  ou  voit  la 
lettre  N,  initiale  du  mot  nombre;  à côté  et  à droite  de  ces  co- 
lonnes, on  en  remarque  d’autres,  au  haut  desquelles  est  écrit 
Log.,  initiales  du  mot  logarithmes;  de  manière  que  chaque  co- 
lonne de  nombres  est  immédiatement  suivie  d’une  colonne  de 
logarithmes,  et  que  chaque  logarithme  est  placé  à droite  et  dans 
l’alignement  du  nombre  auquel  il  appartient.  On  n’a  pas  mis 
de  caractéristique  aux  logarithmes,  parce  qu’on  la  connaît 
aisément  à la  seule  inspection  du  nombre. 

Cette  table  est  nommée  Chiliade  I , parce  qu’en  effet  elle  con- 
tient les  logarithmes  du  premier  mille.  ( Chiliade  est  un  mot 
grec  francisé , qui  signifie  assemblage  de  mille  unités.) 

Les  tables  suivantes  sont  un  peu  plus  composées  : elles  s’é- 
tendent depuis  1020  jusqu’à  108000.  La  première  colonne, 
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qu’on  y remarque  vers  la  gauche,  est  intitulée  N,  et  contient  les 
nombres  naturels  depuis  1020  jusqu’à  10800.  La  colonne  sui- 
vante, marquée  0,  offre  les  logarithmes  qui  appartiennent  à ces 
nombres  ; en  sorte  que  l’assemblage  de  ces  deux  colonnes  forme 
la  suite  de  la  table  première,  et  donne  sur-le-champ  les  loga- 
rithmes des  nombres  depuis  1020  jusqu’à  10800. 

Si  l’on  observe  la  colonne  marquée  0,  on  verra  vers  la  gauche 
de  celle  colonne  certains  nombres  isolés  de  trois  chiffres  chacun, 
qui  vont  toujours  en  augmentant  d’une  unité,  et  qui  ne  sont  pas 
à des  distances  tout  à fait  égales  les  uns  des  autres.  Vers  la 
droite  de  la  même  colonne,  sont  des  nombres  de  quatre  chiffres 
chacun,  qui  ne  laissent  point  d’intervalle  entre  eux  ; en  sorte 
qu’on  pourrait  croire  que  certains  logarithmes  n’ont  que  quatre 
chiffres,  tandis  que  d’autres  en  ont  sept. 

Mais  qu’on  ne  s’y  trompe  pas,  chaque  nombre  isolé  est  censé 
écrit  au-dessous  de  lui-même,  et  vis-à-vis  chacun  des  nombres 
de  quatre  chiffres  qui  sont  dans  la  môme  colonne,  autant  de 
fois  qu’il  est  nécessaire  pour  que  chaque  ligne  soit  remplie  : lors 
donc  qu’on  ne  trouve  vis-à-vis  un  certain  nombre  que  quatre 
chiffres  dans  la  colonne  marquée  O,  il  faut  écrire  vers  la  gauche 
de  ces  quatre  chiffres  le  nombre  isolé  de  trois  chiffres  le  plus 
prochain  en  montant.  Au  delà  de  10000  les  nombres  isolés  ont 
quatre  figures. 

Lorsque  deux  nombres  sont  décuples  l’un  de  l’autre,  leurs  lo- 
garithmes ont  pour  différence  le  logarithme  de  10  qui  est  1,  et 
par  conséquent,  leur  partie  décimale  est.la  même;  ainsi  l’assem- 
blage des  deux  premières  colonnes  dont  nous  venons  de  parler, 
donne  aussi  de  dix  en  dix  les  logarithmes  des  nombres  com- 
pris entre  10200  et  108000.  Pour  trouver  les  logarithmes  des 
nombres  intermédiaires,  il  faut  avoir  recours  aux  colonnes 
marquées  1,  2,  3,  A,  etc.  Ces  colonnes  contiennent  les  quatre 
dernières  décimales  des  logarithmes  des  nombres  terminés 
par  les  chiffres  qui  sont  en  tète  de  ces  colonnes.  Ainsi  la  co- 
lonne marquée  0 contient  les  quatre  dernières  décimales  des 
logarithmes  des  nombres  compris  entre  10200  et  108000  qui 
sont  terminés  par  un  zéro,  et  en  outre  les  nombres  isolés  dont 
nous  avons  parlé,  et  qui  sont  aussi  censés  placés  à la  gauche 
des  chiffres  que  contiennent  les  autres  colonnes.  La  colonne 
marquée  1 contient  les  quatre  derniers  chiffres  des  logarithmes 
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de  tous  les  nombres  terminés  par  1 ; la  colonne  marquée  2,  ceux 
de  tous  les  nombres  terminés  par  2;  la  colonne  marquée  3,  ceux 
de  tous  les  nombres  terminés  par  3 ; et  ainsi  de  suite  jusqu’à 
neuf.  On  a par  ce  moyen  une  table  à double  entrée,  dans  la- 
quelle on  consulle  d’abord  la  première  colonne  marquée  N ; et 
lorsqu’on  y a trouvé  les  quatre  premières  figures  du  nombre 
dont  on  veut  avoir  le  logarithme,  on  suit  de  l’œil  la  ligne  sur 
laquelle  ils  se  trouvent,  jusqu’à  ce  qu’on  soit  arrivé  à la  colonne 
au  haut  de  laquelle  se  trouve  le  dernier  chiffre  du  nombre 
donné;  alors  on  a gous  les  yeux  les  quatre  derniers  chiffres  du 
logarithme  cherché.  Quant  aux  trois  premiers,  ils  sont  expri- 
més par  le  nombre  isolé  qui  se  trouve  dans  la  seconde  colonne, 
le  plus  prochain  en  montant. 

La  dernière  colonne  contient  les  différences  de  deux  loga- 
rithmes consécutifs  et  les  parties  de  ces  différences,  c’est-à- 
dire  les  produits  de  ces  mômes  différences  multipliées  par  ^ , 
•&,  etc.,  jusqu’à  Ces  produits  forment  autant  de  petites 
tables  qu’il  y a de  différences.  Chacune  de  ces  petites  tables  se 
trouve  placée  immédiatement  au-dessus  de  la  différence  dont 
elle  indique  les  parties.  On  verra  plus  loin  quel  est  leur  usage. 

Mais,  comme  vers  le  commencement  des  tables  ces  différences 
se  trouvent  trop  nombreuses,  et  par  conséquent  trop  près  les 
unes  des  autres , elles  n’auraient  pas  permis,  si  elles  n’eussent 
occupé  qu’une  colonne,  de  placer  les  petites  tables  des  parties 
dans  l’intervalle  qui  se  serait  trouvé  entre  elles.  C'est  pourquoi 
on  les  a disposées  d’abord  sur  deux  colonnes  : la  première  de 
ces  différences  occupe  la  première  colonne;  les  deux  suivantes, 
sans  sortir  de  la  ligne  horizontale  où  elles  doivent  être  placées, 
sont  repoussées  à droite  et  occupent  la  seconde  colonne  ; les 
deux  différences  qui  suivent  se  trouvent  sur  la  première  colonne 
et  les  deux  suivantes  sur  la  seconde  : ainsi  de  suite.  Dans  les 
quatre  premières  pages,  on  n’a  placé  les  tables  des  parties  de 
ces  différences  que  de  deux  en  deux. 

Pour  rendre  ces  explications  plus  claires,  nous  reproduisons 
ici  l’une  des  pages  de  la  table  de  Callel  : 
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N. 

0 

! 

2 

3 

4 

fl 

6 

7 

8 

9 

DIFF. 

7C8II 

885.3612 

3069 

3725 

3782 

3838 

3895 

3951 

4008 

4065 

4121 

57 

81 

4178 

4234 

4291 
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On  voit  dans  la  labié,  à gauche  de  la  colonne  N,  deux  aulrcs 
colonnes,  que  nous  n’avons  pas  reproduites  parce  qu’elles  n’ont 
aucun  rapport  avec  la  théorie  des  logarithmes. 

Usage  des  tables  de  logarithmes. 

• 

169.  Problème  I.  Un  nombre  quelconque  étant  donné,  trouver 
son  logarithme  par  le  moyen  des  tables. 

Quelle  que  soit  la  place  qu'occupe  dans  la  suite  décimale  le 
premier  chiffre  significatif  d’un  nombre,  on  le  considérera 
d’abord  comme  s’il  était  entier,  sauf  à donner  ensuite  à son 
logarithme  une  caractéristique  convenable. 

1er  Cas.  Si  le  nombre  donné  est  moindre  que  1200,  on  le 
trouvera  dans  la  première  chiliade,  parmi  les  nombres  naturels 
qui  sont  dans  quelques  unes  des  colonnes  marquées  N.  Le 
nombre  qu’on  trouvera  à sa  droite,  sur  la  même  ligne  et  dans 
la  colonne  suivante,  intitulée  log.,  sera  son  logarithme,  après 
qu’on  y aura  joint  la  caractéristique  qui  convient  à ce  logarithme, 
laquelle  est  toujours  égale  5 0,  1,  2, 3,  4,  etc.,  selon  que  le  pre- 
mier chiffre  significatif  du  nombre  exprime  des  unités  simples, 
des  dizaines,  des  centaines  ou  des  mille,  etc. 

2'  Cas.  Si  le  nombre  donné  est  compris  entre  1020  et  10800, 
on  le  cherchera  dans  la  table  qui  vient  après  la  chiliade  1 , et 
l’ayant  trouvé  dans  la  colonne  intitulée  N,  on  consultera  la  co- 
lonne suivante  marquée  O.  Si  l’on  y voit  sept  chiffres  de  front 
dans  l’alignement  du  nombre  naturel,  on  aura  tout  d’un  coup  la 
partie  décimale  du  logarithme  cherché  ; mais  si  l’on  n’y  trouve 
que  quatre  figures,  elles  donneront  les  quatre  derniers  clniïres 
de  la  même  partie  décimale;  ensuite  on  remarquera  qu’il  règne  à 
leur  gauche  une  marge  ou  espace  blanc;  on  suivra  cette  marge 
en  montant,  et  le  premier  nombre  de  trois  chiffres  qu’on  y ren- 
contrera , exprimera  les  trois  premières  figures  de  la  fraction 
décimale  du  logarithme  cherché.  Ecrivant  donc  ce  nombre  vers 
la  gauche  des  quatre  chiffres  qu'on  a déjà  trouvés,  on  aura  un 
nombre  de  sept  chiffres  comme  ci-dessus  : enfin  on  y joindra 
une  caractéristique  convenable.  Par  exemple  à côté  de  7680, 
je  trouve  8853612  sur  la  même  ligne  et  dans  la  colonne  mar- 
quée 0 ; j’ai  donc  tout  d’un  coup  la  partie  décimale  du  loga- 
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rithme  que  je  cherche  ; il  ne  nie  resle  plus  qu’à  y joindre  la 
caractéristique  3.  Si  le  nombre  était  7,680,  la  caractéristique  se- 
rait zéro;  elle  serait  1,  si  le  nombre  était  76,80;  2,  s’il  était 
768,0.  A côté  de  7695,  dans  la  colonne  marquée  0,  je  ne  trouve 
que  2086;  mais  en  suivant  la  marge,  le  premier  nombre  que  je 
^encontre  en  montant  est  886;  mon  logarithme  est  donc 
3,8862086.  Le  nombre  ayant  cinq  figures , s’il  était  moindre 
que  10800,  on  trouverait  de  même  son  logarithme. 

3'  Cas.  Si  le  nombre  est  compris  entre  10000  et  108000,  c’est-à- 
dire  s’il  y a cinq  chiffres  significatifs,  on  fera  pour  un  instant 
abstraction  du  dernier,  et  l’on  cherchera,  comme  ci-dessus,  le 
nombre  qu’expriment  les  quatre  premiers.  On  suivra  de  l'œil  la 
ligne  sur  laquelle  on  l’aura  trouvé,  en  la  parcourant  de  gauche  à 
droite  jusqu’à  ce  qu’on  soit  dans  la  colonne  eu  haut  de  laquelle 
est  écrit  le  cinquième  chiffre  dont  en  a fait  abstraction.  Les 
quatre  figures  qui  sont  tout  à la  fois  dans  l’alignement  des 
quatre  premiers  chiffres  du  nombre  donné,  et  dans  la  colonne 
qui  répond  au  cinquième,  exprimeront  les  quatre  dernières  dé- 
cimales du  logarithme  de  ce  nombre.  Quant  aux  trois  premières, 
on  les  trouvera,  comme  ci-dessus , en  remontant  le  long  de  la 
marge  de  la  colonne  intitulée  0.  Soil,  par  exemple,  772,37  dout 
on  veut  le  logarithme,  je  cherche  7723  dans  la  colonne  N,  je  ne 
vois  rien  dans  son  alignement  à la  marge  de  la  colonne  0;  mais 
un  peu  plus  haut,  je  rencontre  887  dans  cctle  marge;  je  par- 
cours la  ligne  du  nombre  7723,  et  je  m’arrête  à la  colonne  mar- 
quée 7,  sur  laquelle  et  dans  l’alignement  de  7723,  je  trouve 
8254.  La  partie  décimale  de  mon  logarithme  est  donc  0,8878254 
et  ce  logarithme  est  2,8878254.  Si  le  nombre  était  compris  entre 
100000  et  108000,  on  trouverait  de  même  son  logarithme. 

170.  Les  explications  très-détaillées  qui  précèdent,  donnent 
le  moyen  de  trouver  le  logarithme  d’un  nombre  entier  moindre 
que  108000  et  celui  d’un  nombre  décimal,  dont  les  chiffres, 
abstraction  faite  de  la  virgule,  expriment  un  nombre  inférieur 
à cette  limite.  Pour  trouver  le  logarithme  des  nombres  plus 
grands,  on  remarque  qu’en  les  divisant  par  une  puissance  con- 
venable de  10,  ôn  pourra  toujours  les  réduire  à être  compris 
dans  les  limites  de  la  table;  or,  une  pareille  division  diminue 
le  logarithme  d’un  nombre  entier  d’unités,  et  ne  change  pas, 
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par  conséquent,  sa  partie  décimale.  Le  problème  se  réduit  donc 
à trouver  le  logarithme  d’un  nombre  qui  n’est  pas  entier,  in- 
férieur à 108000.  Pour  cela,  on  admet  que,  dans  des  limites 
peu  éloignées,  l’accroissement  des  logarithmes  est  proportionnel 
à celui  des  nombres.  Soit  donc  un  nombre  76807,753,  on  dira  : 

le  logarithme  de  76807  est  4,8054008 
celui  de  76808  est  4,8854065 

leur  différence  indiquée  dans  la  table  est  57  (unités  décimales  du 
septième  ordre),  par  conséquent  : le  nombre  augmentant  d’une 
unité,  son  logarithme  augmente  de  57,  s’il  augmente  de  0,753, 
son  logarithme  augmentera  d’une  quantité#,  déterminée  par 
la  proportion 

i : 0,753  ::  57  : # 
d’où  # = 57X0,753. 

Dans  la  multiplication  de  57  par  0,753,  il  ne  faudra  prendre 
que  la  partie  entière  du  produit,  car  la  partie  décimale  expri- 
merait au  plus  des  dixièmes  d’unité  du  septième  ordre,  c’est-à- 
dire  des  unités  du  huitième  ordre,  que  l’on  néglige  dans  la  va- 
leur des  logarithmes. 

Pour  multiplier  57  par  0,753,  on  le  multipliera  successive- 
ment par  7,  5 et  3;  ces  produits  se  trouvent  tout  calculés  dans 
le  tableau  placé  au-dessous  de  57,  dernière  colonne  à droite  de 
la  table.  Ils  sont  réduits  aux  chiffres  que  l’on  doit  conserver,  en 
supposant  que  le  multiplicateur  exprime  des  dixièmes.  Ainsi, 
vis-à-vis  de  7,  on  trouve  40,  au  lieu  de  39,9  qui  serait  le  produit 
exact;  vis-à-vis  de  5,  on  trouve  29  au  lieu  de  *28,5;  vis-à-vis  de  3, 
on  trouve  17  au  lieu  de  17,1.  Dans  le  cas  actuel,  5 exprimant 
des  centièmes,  le  produit  correspondant  sera  2,9,  auquel  on 
substituera 3 ; 3 exprimant  des  millièmes,  le  produit  corres- 
pondant devra  être  divisé  par  100,  il  exprimera  alors  0,17,  et 
on  le  négligera. 

La  valeur  de  #,  57X0,753,  sera,  d’aprèseela,  43,  et  pour  avoir 
le  logarithme  demandé,  il  faut  ajouter  au  logarithme  de  76807, 
43  unités  du  septième  ordre,  ce  qui  fera  4,8854051. 

Si  l’on  voulait  le  logarithme  de  76807953,  il  serait  évidemment 
7,8854051.  En  général,  pourvu  que  l’on  conserve  les  mêmes 
chiffres,  à quelque  place  que  l’on  mette  la  virgule,  la  partie  dé- 
cimale du  logarithme  reste  la  même. 
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171.  Problème  II.  Un  logarithme  étant  donné , trouver  par  le 
moyen  des  tables  le  nombre  auepiel  il  appartient. 

1"  Cas.  Si  le  logarithme  se  trouve  parmi  quelqu’un  de  ceux 
de  la  première  chiliade,  on  aura  sur-le-champ  le  nombre  qui 
lui  correspond  ; ce  nombre  sera  dans  la  colonne  marquée  N 
qui  précède  immédiatement  celle  qui  contient  le  logarithme 
donné,  et  dans  l’alignement  de  ce  logarithme. 

2*  Cas.  Si  le  logarithme  ne  se  trouve  pas  dans  la  première 
table , on  cherchera  les  trois  premières  décimales  de  ce  loga- 
rithme parmi  les  nombres  isolés  que  l’on  voit  dans  la  colonne 
marquée  0 de  la  seconde  table,  et  les  ayant  trouvées,  on  cher- 
chera les  quatre  dernières  ligures  du  logarithme  parmi  les  nom- 
bres de  quatre  chiffres  qui  sont  dans  cette  môme  colonne  en 
descendant.  Si  l'on  y trouve  ces  quatre  dernières  figures,  on 
verra  le  nombre  cherché  dans  la  colonne  marquée  N,  et  sur 
leur  alignement. 

3*  Cas.  Si  l’on  ne  trouve  pas  dans  la  colonne  marquée  O les 
quatre  demières  figures  du  logarithme  donné,  on  s’arrêtera  à 
celles  qui  en  approchent  le  plus  en  moins  ; on  suivra  la  ligne  sur 
laquelle  on  se  sera  arrêté,  en  la  parcourant  de  gauche  à droite; 
et  si  l’on  trouve  dans  cette  ligne  les  quatre  dernières  ligures  du 
logarithme  donné , on  suivra  en  montant  ou  en  descendant  la 
colonne  dans  laquelle  on  les  aura  trouvées;  le  chiffre  qu’on 
verra  à la  tète  ou  au  pied  de  cette  colonne,  sera  la  cin- 
quième figure  du  nombre  cherché,  dont  les  quatre  pre- 
mières se  trouveront,  comme  ci-dessus,  dans  la  colonne  mar- 
quée N. 

Veut-on  savoir,  par  exemple,  à quel  nombre  appartient  le 
logarithme  qui  a,  pour  partie  décimale,  8871276,  je  cherche  887 
parmi  les  nombres  isolés  de  la  colonne  marquée  0 ; je  parcours 
en  descendant  la  même  colonne,  et  je  trouve  que  1 107  approche  * 
le  plus  en  moins  de  1276;  je  suis  la  ligne  qui  commence 
par  1107,  et  je  trouve  1276  sur  cette  ligne;  je  monte  dans  la 
colonne  qui  contient  1276,  je  trouve  le  chiffre  3 à la  tête  de 
cette  colonne;  je  reviens  à 1276,  et  je  vois  que  la  ligne  où  il  se 
trouve  répond  au  nombre  77 1 1 ; j’écris  ce  nombre,  et  à sa  droite 
le  chiffre  3 que  j’ai  déjà  trouvé  : ce  qui  me  donne  77113.  C’est 
le  nombre  qu’il  fallait  trouver. 
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4e  Cas.  Le  logarithme  donné  ne  se  trouvant  dans  aucun  des 
cas  précédents,  pour  avoir  le  nombre  auquel  il  appartient,  on 
cherchera,  comme  ci-dessus,  le  logarithme  qui  en  approche  le 
plus  en  moins.  On  cherchera  le  nombre  entier  correspondant, 
ce  nombre  et  le  suivant  comprendront  le  nombre  cherché  et 
l’on  cherchera  la  différence  avec  un  de  ces  nombres  entiers,  à 
l’aide  de  la  proportion  admise  (170). 

Exemple  Soit  à chercher  le  nombre  dont  le  logarithme  a 
pour  partie  décimale  8870279.  On  trouvera,  comme  il  a été  dit, 
que  ce  logarithme  est  compris  entre  8870262  et  8870318,  qui 
répondent  aux  nombres  77095  et  77096,  la  différence  de  ces 
deux  logarithmes  est  57  unités  du  dernier  ordre,  et  le  logarithme 
donné  surpasse  le  plus  petit  des  deux  de  !7  unités  du  môme 
ordre;  on  dira  donc,  à une  différence  57  entre  les  logarithmes 
correspond  une  différence  1 entre  les  nombres,  donc  à une  dif- 
férence 17  doit  correspondre  entre  les  nombres  une  différence  a; 
déterminée  par  la  proportion 

57 : 17  ::  î : x, 

d'où  l’on  conclut  x=  , et,  par  suite,  le  nombre  cherché  est 
77095 -f-^,  ou,  en  réduisant  en  décimales,  77095,29, 

Remarque  1.  Si  Ton  retranche  l’un  de  l’autre  les  deux  loga- 
rithmes consécutifs  8870262  et  8870318,  on  trouve  pour  diffé- 
rence 56  et  non  57.  On  peut  adopter  néanmoins  la  différence  57 
donnée  par  Gallet,  qui,  h cause  des  chiffres  décimaux  non  écrits 
dans  la  table,  est  peut-être  aussi  près  de  la  véritable  que  56. 

172.  Remarque  II.  Nous  ne  pouvons  pas  indiquer  ici  la  limite 
de  l’erreur  que  l'on  peut  commettre,  en  supposant  l’accroisse- 
ment des  logarithmes  proportionnel  à celui  des  nombres.  Nous 
ferons  observer  seulement  que  l’inspection  des  tables  montre 
que  cette  proportionnalité  est  h peu  près  exacte  dans  des  limites 
assez  écartées.  La  différence  de  deux  logarithmes  consécutifs 
varie,  en  effet,  très-lentement,  et,  au  degré  d’approximation  que 
donnent  les  tables,  elle  reste  souvent  constante  pendant  plu- 
sieurs pages;  il  en  résulte  évidemment  que,  pour  les  nombres 
entiers  compris  dans  ces  pages,  l’accroissement  des  logarithmes 
est  proportionnel  à celui  des  nombres. 
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Application  de  la  théorie  des  logarithmes. 

173.  Quand  un  nombre  inconnu  résulte  de  multiplications, 
divisions,  extractions  de  racines  ou  élévations  aux  puissances 
effectuées  sur  des  nombres  donnés,  pour  déterminer  sa  valeur, 
on  cherche  celle  de  son  logarithme,  qui  résulte  d’opérations 
beaucoup  plus  simples;  le  logarithme  étant  connu,  le  nombre 
correspondant  se  détermine  comme  il  a été  dit  (170). 

174.  Remarque.  D’après  nos  définitions,  les  nombres  plus 
grands  que  l’unité  ont  seuls  des  logarithmes.  Il  est  donc  essentiel 
que  les  nombres  sur  lesquels  on  opère  remplissent  tous  cette 
condition  ; on  pourra  toujours  faire  que  cela  ait  lieu , en  re- 
marquant que  pour  multiplier  un  nombre  par  un  nombre  a 

moindre  que  l’unité,  on  peut  le  diviser  par  le  nombre  ^ qui  est 
plus  grand  que  1 , et  pour  le  multiplier  par  a,  on  peut  au  con- 
traire le  diviser  par  ~. 

1 a 

Si  le  nombre  que  l’on  veut  calculer  était  lui-même  moindre 
que  1,  nos  définitions  ne  lui  assigneraient  pas  de  logarithme. 
Dans  ce  cas,  on  le  multiplierait  par  une  puissance  de  10  assez 
considérable,  pour  que  le  produit  surpassât  l’unité;  on  appli- 
querait alors  la  méthode  précédente,  et  on  diviserait  le  résultat 
par  cette  puissance  de  10. 

Exemple  I.  Calculer  l’expression 

^ = (^13572  X *)’, 
on  écrit  cette  expression  : 


et  l’on  a log  x = § (log  13572  — log  1 1), 

en  cherchant  dans  les  tables  log  13572  et  log  11,  on  obtient 

log  x = j X 3,091  2512 
= 2,060  8341 , 

d’où  x =115,03608. 
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Exemple  II.  Calculer 

x — yfï  X 0,5142. 

x étant  plus  petit  que  1,  on  le  multipliera  par  une  puissance 
de  10,  10",  et  l’on  aura 

,, 10" 

1 0"  x x—  1 0"  Vjfs  X iéMs  = ^375  ^ y iTfrôp 

et,  par  suite, 

log  (10"  X *)  = n — i (log  375  + log  -VflnP) 

log  Vifin?  est  égal  à 4 — log  5142,  on  a donc 

log  ( 10" . x) = n — £ (log  375 — log  5 1 4 2 4 ) , 

ou  log  (10".  x)  = n — J x 2,862  3992. 

En  prenant  ici  »=1,  la  soustraction  indiquée  dans  le  second 
membre  pourra  s’effectuer;  on  aura 

log  10a;  = 1 — 0,572  5798 
, =0,427  4202; 

donc  10a;  = 2,675594 

et  a:  = 0,267  5594. 


Des  caractéristiques  négatives. 

175.  D’après  nos  définitions,  les  nombres  plus  petits  que 
l'unité  n’ont  pas  de  logarithmes,  et  pour  étendre  jusqu’à  eux 
le  bénéfice  de  ce  procédé  abrégé  de  calcul,  on  doit  les  multi- 
plier par  une  puissance  convenable  de  10  (174).  Mais  il  a été 
démontré,  qu’en  multipliant  un  nombre  par  10",  son  logarithme 
s’accroît  du  logarithme  de  10",  c’est-à-dire  de  n unités;  si 
nous  voulons  étendre  ce  théorème  aux  nombres  plus  petits 
que  1 , nous  obtiendrons  les  définitions  suivantes  : 

Le  logarithme  d’un  nombre  A , moindre  que  1 , est  égal  au 
logarithme  du  produit  Ax  10",  que  l’on  peut  toujours  rendre 
plus  grand  que  1,  diminué  de  n unités;  le  nombre  n étant  tou- 
jours entier  se  retranchera  de  la  caractéristique  qui  deviendra 
seule  négative,  et  la  partie  décimale  restera  positive. 
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Emploi  des  compléments. 

176.  Lorsque , dans  les  calcul?  logarithmiques , on  est  conduit 
à faire  une  soustraction , on  la  transforme  le  plus  souvent  en 
addition,  au  moyen  de  l’artifice  suivant.  On  a identiquement  : 

a — 6 = a -f-  (10  — b)  — 10. 

Il  suffit  donc,  pour  calculer  la  différence  a— b,  d'ajouter  à a 
le  complément  de  6 à 10,  et  de  retrancher  10  du  résultat.  La 
formation  du  complément  10  — 6 n’est  jamais  difficile,  caries 
chiffres  de  ce  complément  sont  les  compléments  à 9 de  ceux 
de  6,  sauf  le  dernier,  qui  est  le  complément  à 10  du  dernier 
chiffre  de  6. 

Exemple.  Former  la  cinquième  puissance  fr.  On  a : 

log  2 = 0,30103000 
log  37=1,56820172 
comp  log  37  = 8,43179828 
log  fr  = 2,73282828 
log  (è)‘  = 51og  (fr)=  7, 6641 4140, 

et  l’on  en  déduit 

log  (frf  = 0,0000004614678. 

Des  différents  systèmes  de  logarithmes. 

177.  On  peut  choisir  à volonté  deux  progressions  par  diffé- 
rence et  par  quotient,  commençant  l’une  par  0,  l’autre  par 
l’unité  ; elles  fourniront  un  système  de  logarithmes  qui  jouira 
de  toutes  les  propriétés  démontrées  (160).  Ces  systèmes  en 
nombre  infini  sont  liés  les  uns  aux  autres  par  une  loi  très- 
simple  qui  résulte  du  théorème  suivant  : 

Théorème.  Le  rapport  des  logarithmes  de  deux  nombres  est  le 
même  dans  tous  les  systèmes. 

Soient,  en  effet,  A et  B deux  nombres  quelconques,  cl  ~ la 
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fraction  il  termes  entiers  qui,  dans  un  certain  système,  repré- 
sente le  rapport  de  leurs  logarithmes,  on  aura 

logÀ__»i 
logB  ~ n ’ 

et  par  suite  «log  A = wi  log  B, 

ou  bien,  log  An  = log  Bm, 

d’oü  l’on  conclut  A"=Bm; 

mais  quel  que  soit  le  système  de  logarithmes  adopté,  il  résulte 
de  cette  dernière  égalité 

log  A"  = log  B", 

et,  par  conséquent,  n log  A = ni  log  B, 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

log  A m 

log  B ~ n' 

Le  rapport  des  deux  logarithmes  est  donc,  dans  un  système 
quelconque,  le  même  que  dans  le  système  primitif. 

Remarque  1.  La  démonstration  précédente  suppose  que  le 
rapport  des  deux  logarithmes  considéré  soit  comrnensurable. 
S’il  n’en  était  pas  ainsi,  on  pourrait  en  considérer  'deux  autres 
aussi  peu  différents  que  l’on  voudrait  des  premiers,  et  qui  rem- 
pliraient celte  condition,  le  théorème  précédent  s’y  appliquant, 
quelque  rapprochés  qu’ils  soient  des  deux  logarithmes  propo- 
sés, nous  admettons,  comme  évident,  qu’il  s’applique  aussi  à 
ceux-ci. 

Remarque  IL  Si  A et  B désignent  deux  nombres  quelconques 
et  qu’on  représente  leurs  logarithmes  pris  dans  deux  systèmes 
différents , par  log  A,  log  B,  log'  A,  log'  B,  on  a , d’après  le 
théorème  précédent, 

log  A _ log1  A 
log  B~  log'  B’ 

d’où  l’on  conclut  aisément 

log'  A _ log'  B 
i3jfÂ~log  B’ 
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et,  par  conséquent,  pour  obtenir  log'  A et  log'  B,  il  faudrait 
multiplier  log  A et  log  B par  uu  même  nombre,  c’est-à-dire  que, 
pour  obtenir  les  logarithmes  des  différents  nombres  dans  un  sys- 
tème quelconque , il  faut  multiplier  par  un  nombre  constant  les 
logarithmes  pris  dans  un  autre  système- 

178.  Il  résulte  du  théorème  précédent,  qu'une  table  de  loga- 
rithmes étant  construite,  on  pourra  en  construire  une  seconde, 
pourvu  que  l’on  connaisse  un  seul  des  logarithmes  du  nouveau 
système.  Il  suffira,  en  effet,  de  multiplier  les  logarithmes  du 
premier  système  par  le  rapport  de  ce  logarithme  connu  au  lo- 
garithme correspondant  du  premier  système. 

Pour  définir  un  système  de  logarithmes,  on  donne  ordinai- 
rement le  nombre  qui  a pour  logarithme  l’unité.  Ce  nombre  se 
nomme  base  du  système.  La  base  du  système  dans  les  tables 
de  Callet  est  10. 

179.  D’après  ce  qui  précède,  les  tables  calculées  pour  le  cas 
de  la  base  10  permettent  de  calculer  un  logarithme  dans  un 
système  quelconque.  Soit  proposé,  par  exemple,  de  calculer  le 
logarithme  de  7698  dans  le  système  dont  la  base  est  12.  On 
trouvera  dans  les  tables  de  Callet  que,  dans  le  système  dont  lu 
base  est  10  : 

Le  ldgarilhme  de  12  est  1,07918125, 

Le  logarithme  de  7698  est  3,8863779. 

Dans  le  système  dont  la  base  est  1 2 : 

Le  logarithme  de  12  est  1, 

Le  logarithme  de  7698  est  x, 

et,  par  suite  (177), 

3,886  3779 
X~  1.079  18125 

ou  x =3,60122815. 

180.  Réciproquement,  connaissant  le  logarithme  d’un  nom- 
bre quelconque,  on  peut  trouver  la  base  du  système.  Cher- 
chons, par  exemple,  quelle  est  la  base  du  système  dans  lequel 
le  logarithme  de  25  esl  0,78321. 
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Nommant  b cette  base  inconnue,  on  a dans  le  système  en 
question  : 

log  b = 1 
log  25  = 0,78321. 

Dans  le  système  dont  la  base  est  10,  les  tables  donnent 
log  25  = 1,39794001; 

donc,  le  logarithme  de  b , dans  ce  système,  sera  détermine  par 
la  proportion 


et , par  suite , 


l : 0,78321  log  b : 1, 3979400t. 

, , 1.3794001  , _a.  DO„„ 

log*="0>7»32r  = t»<84  8853; 

b — 60,937  59. 


/ 


Application  des  logarithmes  aux  questions  d'intérêt.  — Intérêts  composés. 

181.  Si  le  taux  de  l’intérêt  est  tel  que  l fr.  rapporte,  en  un 
an,  un  intérêt  représenté  par  r,  une  somme  quelconque  A 
rapportera  dans  le  même  temps  Ar,  et  deviendra  par  consé- 
quent A (1  + r). 

Si  cette  somme  A(l  + r)  est  placée  pendant  une  seconde 
année,  elle  deviendra  évidemment 

A(l-f-r)*.  • 

Cette  nouvelle  somme,  placée  pendant  une  troisième  année,  se 
multiplie  encore  par  (1+r),  et  deviendra 

A(l+fJ*. 

Et,  en  général,  la  somme  placée  se  multipliant  chaque  année 
par  (1  +r),  deviendra,  après  » années, 

A (1  + r)". 

On  a donc,  en  désignant  par  S le  montant  d'un  capital  A, 
placé  pendant  n années,  à intérêts  composés, 

[1]  S = A(l+r)\ 

13 
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Cette  formule  sert  à résoudre  plusieurs  problèmes  pour  les- 
quels l’emploi  des  logarithmes  est  indispensable  : 

1°  Que  devient  une  somme  donnée,  placée  à un  taux  donné, 
pendant  un  temps  donné? 

2°  Quelle  somme  faut-il  placer  aujourd’hui  pour  obtenir 
une  somme  déterminée  après  un  nombre  d’années  donné  ? 

3”  Un  capital  donné  a été  placé  aujourd’hui;  après  n années 
il  a produit  une  somme  donnée.  Quel  est  le  taux  de  l’intérêt  ? 

4°  Pendant  combien  de  temps  faut-il  placer  un  capital  donné 
pour  produire  une  somme  donnée  ? . 

En  un  mot,  on  peut,  dans  la  formule  [1],  prendre  pour  in- 
connue l’une  quelconque  des  quatre  lettres  S,  A,  r,  n qu’elle 
renferme.  Il  suffit  de  donner  un  exemple  de  chacun  des  pro- 
blèmes. 

Exemple  I.  Calculer  le  montant  d’un  capital  de  8000  fr.  au 
bout  de  39  ans,  l’intérêt  étant  de  4 £ pour  100. 

S=A(l  + r)\ 

log(t-fr)  = log  1,045  = 0,019  11629 
log . (1  -fr)"=39.  log  1 ,045  = 0,745  5353 
log  A = log  8000  = 3,903  0900 

log  S =4,648  6253 
S =44527, 19... 

ou  le  montant  du  capital  sera  de  44527  fr.  19  c. 

Exemple  II.  Un  centime  ayant  été  placé  au  commencement 
del'ère  chrétienne  à 5 pour  100,  que  deviendrait-il  au  commen- 
cement de  l’année  1855? 


S = A(l-fr)« 

log  (l-}-r)  = log  1,05  = 0,021118  92991 

log . (1  -fr)*=  1 855 . log  1 ,05  = 39,306  1 498 
IogA=  2 
log  S = 37,306  1498 

d’où  S = 20337174  x 10*  fr.  (approximativement), 
nombre  de  38  chiffres. 
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Afin  de  représenter  cette  somme  sous  une  forme  plus  ap- 
préciable, calculons  les  dimensions  d’une  sphère  en  or  qui 
équivaut  à la  somme  indiquée;  la  densité  de  l’or  étant  19,5 , et 
le  prix  du  kilogramme  d’or  étant  de  3444  f fr. 

Nous  aurons  alors  : 


Rayon  de  la  sphère  en  mètres  = x , 

4a^it 


Volume  de  la  sphère 
Poids  de  la  sphère  en  or 
Valeur  en  francs 
Donc 


Ax^  TZ 

= -g-  X 19500  kilogr., 
4#8ir 

= — X 19500X3444|  fr. 


Ax^tz 

s = ~Y~  X 19500  X 3444  f , 
3S 


et  par  conséquent  *>=4-^9500x34441’ 

log  S = 37,306  1498 
log  3 = 0,477  1213 

— 10+comp  log  4=  T, 397  9400 

— 10-f  comp  logit=  1,502  8501 

— 10-f-comp  log  19500=  5,709  9654 

— 1 0 -f  comp  log  3444 f=  4,462  8808 

log  xs  = 28,856  9074 
log  x=  9,618  9691 , 

d’où  oc  — 4158  810000  mètres. 

Ainsi  donc,  le  rayon  de  la  sphère  en  question  est  de  plus  de 
4158  radiions  de  mètres,  et  son  volume  serait  par  conséqnent 
plus  de  278  millions  de  fois  plus  grand  que  celui  de  la  terre. 

Exemple  III.  Quelle  est  la  valeur  actuelle  d’une  somme  de 
7220  fr.  payable  dans  33  ans,  l’intérêt  étant  à 5 pour  100  ? 


A = 


_S 

(l  -f  >>'' 
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log(l  +r)  = log  1,05  = 0,021  18930 
n . log  (1  + r)  = 33 . log  1 ,05  = 0,699  2469 

compl  =9,300  7531 
log  S = 3,858  5372 
log  A = 3, 159  2903 
A = 1443  fr.  8 c., 


et  cetle  somme  deviendra , par  accumulation  des  intérêts  à 5 
pour  100  et  pendant  le  temps  indiqué  ci -dessus,  7220  fr. 

Exemple  IV.  Une  somme  de  28  895  fr.  a été  placée  aujour- 
d’hui, au  bout  de  73  années  elle  a produit  250  000  fr.  : quel 
est  le  taux  de  l’intérêt? 


log  S = log  250000  = 5,397  9400 
log  A = log  28  895  = 4,460  8227 


log  | = 0,937  1173 
log  = 0,012  8372 


,0300000 


r = 0,0300000. 


Le  taux  de  l’intérêt  est  donc  de  3 pour  100. 

Exemple  V.  En  combien  de  temps  un  capital  de  7700  tr.  de- 
vient il  42  850  fr.,  l’intérêt  étant  à 4 pour  100? 

log  S— log  A 
n~  log(l+r) 

log  S = log  42850  = 4,631  9508 
log  A = log  7700  = 3,886  4907 

log  S — log  A = 0,745  4601 
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log  (1  4-  r)  = log  1 ,04  = 0,017  0333 
745  4601 

” — 17  0333  anS 
= 43'''*, 7648 

ou  n=  43  ans  279  jours. 

A l’occasion  de  cette  dernière  solution,  nous  ferons  une  re- 
marque importante. 

La  formule  S = A(1  -f-  r)“ 

suppose  essentiellement,  d’après  la  manière  dont  on  l’a  dé- 
montrée, que  n soit  un  nombre  entier  et  positif;  mais  on  verra 
plus  loin  que  éette  formule  s’applique  encore  lorsque  ?»  est 
fractionnaire , et  l’on  peut , par  conséquent , accepter  la  solu- 
tion fractionnaire  qui  résulte  du  calcul  précédent. 


Théorie  des  annuités. 

» 

182.  Une  annuilé  'est  une  rente  payable  pendant  un  nom- 
bre limité  d’années. 

Problème.  Calculer  lavaleur  actuelle  d’une  annuité  de  h francs, 
payable  pendant  n années,  le  premier  payement  devant  avoir  lieu 
dans  un  an. 

a francs  payables  dans  k années  valent  aujourd’hui 


a 

(1  + r)‘’ 


i a 

car  la  somme  » 

(tfli),  après  ce  temps, 


placée  pendant  k années , deviendrait 


>(1  + r)*.  c'est-à-dire  «• 

D’après  cela,  on  peut  déterminer  la  valeur  actuelle  de  cha- 
cun des  payements  dont  se  compose  l'annuité. 

Le  premier  payement,  qui  doit  avoir  lieu  dans  un  an , vaut 
aujourd’hui 

a 

ï+~r 
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Le  second  payement,  qui  doit  avoir  lieu  dans  deux  ans,  vaut 
aujourd’hui 

a 

U+rf 

Le  troisième  payement  vaut 


a 

(l  + r)” 


!e  • (Tfrr- 

La  valeur  actuelle  de  tous  ces  payements  sera  donc 


1 + r “H  (1  +r)*  ^ ■”  “ (1  +r)K  ’ 

c’est-à-dire , en  appliquant  la  formule  de  sommation  des  pro 
gressions  par  quotient. 


[21 


a 

A_  a~~(l+r)" 
r 


Si  n devient  infini , on  a 


valeur  de  la  rente  perpétuelle. 

Remarque.  La  formule  [2]  peut  s’obtenir  d’une  autre  manière, 
et  se  déduire  sans  calcul  de  la  formule  [1]  (I8i). 

Supposons,  en  effet,  qu’un  individu  prête  à un  autre  un  ca- 
pital ^ pendant  n années.  Le  débiteur  devra,  chaque  année, 
payer  un  intérêt  a,  et  à la  fin  il  devra  encore  la  somme  em- 

d # 

pruntée  -.  Concevons  que  cet  intérêt  a soit  versé,  au  moment 

où  il  est  dù,  entre  les  mains  d’une  personne  tierce  chargée  de 
le  faire  valoir  ; cette  personne  recevra  ainsi  une  annuité  a,  pen- 
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dnnt  n années  consécutives,  et  la  valeur  totale  de  cette  annuité 
est  évidemment  ce  dont  le  capital  ~ s’est  bonifié  pendant  n an- 
nées. 

On  a donc 

+ rT  = ~r  + une  annuité  a payable  pendant  n années, 
d’où  l’on  déduit,  pour  valeur  de  l’annuité, 

et,  si  l’on  remarque  que  la  valeur  des  sommes  a été  calculée 
au  moment  du  nme  payement,  pour  avoir  la  valeur  actuelle  de 
l’annuité,  il  faut  diviser  le  résultat  précédent  pour  (1  + r)",  ce 
qui  donne  bien  la  formule  écrite  plus  haut. 

La  formule  [2]  sert  à résoudre  quatre  problèmes  différents, 
suivant  que  l’on  prend  pour  inconnue  l’une  ou  l’autre  des 
quatre  lettres  qui  y entrent. 

Exemple  1.  Quelle  est  la  valeur  actuelle  d’une  annuité  de 
825  fr.,  payable  pendant  37  ans,  l’intérêt  étant  à 4|  pour  100? 

a 


A = -- 

r r(l-j-r)" 

log  (1  + r)  = log  1,045  = 0,019  11629 
log  (1-f  r)"=  37.log  1,045  = 0,707  30273 
— 10  + comp=  1,292  69727 
log  a = log  825  = 2,91 6 45395 
— 10 + comp  log  r=  1,346  78  749 

log^7r=3’555  9387 
3596,985 


r{  1 + rf 
1000 


- = 825. 
r 45 


18333,333 


A = -- 
r 


•v1!  .=14736,348. 
r{  1 + r)« 
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Donc  la  valeur  actuelle  de  l’annuité  est  de  14  736  fr.  35  c. 

Exemple  II.  Quelle  est  l’annuité  qui  amortit  en  51  ans  une 
somme  de  34  600  fr.,  l’intérêt  étant  à 4 pour  100? 

On  déduit  de  l’équation  [2] 

A r 


(l+r)n 

log  (1  + r)  = log  1,04  = 0,017  03334 
log(l+r)“=  51.log  1,04  = 0,868  70034 

log  î-^;  = — 51  .log  1,04  = 1,131  29966 

(Tqbr^0-135  3006 

1-(TT7ÿ.=°>864  C994- 
Mais  Ar  = 34600.^=  1384; 

1QQ4 

d0nC  a = 0T86T«=16()0’556’ 

el  la  somme  d’amortissement  est  de  1600  fr.  55  £ c. 

Exemple  III.  En  combien  de  temps  une  somme  de  261 069  fr. 
sera-t-elle  amortie  par  une  annuité  de  10  000  fr.,  au  taux  de 
3 j pçur  100? 

La  formule  [2J  donne  immédiatement 

log  a — log  (a  — Ar) 

log  ( I + r) 

Le  problème  n’est  possible  que  lorsque  (a  — Ar)  est  positif, 
car  les  nombres  négatifs  n’ont  pas  de  logarithmes  réels. 

Ar  = 261069  X ^ = 8484,7425 

a — Ar=  1515,2575 
log  (a  — Ar)  = 3,180  4864 
log  a—  log  (a—  Ar)  = 0,819  5136. 

log  fl  -f  r)  = 0,01389006. 
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Donc 


0,819  5136 
0,0138  9006  — d 


la  somme  donnée  sera  donc  amortie  par  59  annuités. 

Si  l’on  avait  trouvé  pour  n un  nombre  fractionnaire,  il  au- 
rait fallu  conclure  que  le  problème  est  impossible,  mais  qu’un 
nombre  d’annuités,  égal  au  nombre  entier  inférieur,  n’ac- 
quitterait pas  la  dette,  tandis  qu’une  annuité  de  plus  serait 
plus  que  suffisante. 

Exemple  IV.  On  place,  au  commencement  de  chaque  année 
une  somme  de  50  fr.  au  taux  de  6 pour  100  : quelle  sera  la 
valeur  au  bout  de  24  ans  ? 

Au  moyen  des  formules  [1]  et  [2] , on  obtient 


v = “ (i  -(Tqbÿ.)  ■ ' (1  + r)n+’ =?  K1 + f)n+‘  “(*  + '3 

log  (1  -f  r)  = log  1,06=  0,025  30587 
log  (1  + r)n+1  = 25 . log  1 ,06  = 0,632  6467 
(1  -fr)"+‘=  4,291  871 
(1  -(-  r)H+l  — (1  + r)—  3,231  871 

et  “[(l+On+l-(l  + r)]  = ^_X  3,231  371 

= 2693,226. 

La  valeur  totale  de  toutes  ces  annuités  sera  donc,  au  bout  de 
24  ans,  2693  fr.  22 £ c. 


RÉSUMÉ. 


147.  Définition  des  logarithmes  au  moyen  de  deux  progressions.  — 148. 
Extension  de  la  définilion  aux  termes  que  l’on  peut  introduire  dans 
les  progressions  par  insertion  de  moyens.  — 149.  De  quelque  manière 
qu’un  nombre  arrive  à faire  partie  de  la  progression  par  quotient, 
son  logarithme  sera  toujours  le  môme.  — llîO.  Les  logarithmes  calculés 
en  insérant  différents  nombres  de  moyens  font  partie  d’un  môme 
système;  il  suffit  que  le  nombre  de  moyens  insérés  entre  deux  termes 
de  la  progression  par  différence  soit  le  même  qu’entre  deux  termes  de 
la  progression  par  quotient.  — 131.  Définition  des  logarithmes  des 
nombres  qui  ne  peuvent  pas  faire  partie  de  la  progression  par  quotient. 
— 182.  Les  nombres  commensurables  autres  que  les  puissances  de  10 
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ont  des  logarithmes  incommensurables.  — 133.  Le  logarithme  d'un 
produit  de  deux  facteurs  est  la  somme  des  logarithmes  des  facteurs.  — 
184.  La  proposition  s’étend  aux  logarithmes  incommensurables.  — 
188.  Le  théorème  s'étend  à un  nombre  quelconque  de  facteurs.  — 186. 
Logarithme  d’une  puissance.  — 137.  Logarithme  d’un  quotient.  — 
188.  Logarithme  d’une  racine.  — 188.  Les  théorèmes  précédents  ra- 
mènent les  opérations  à d’autres  plus  simples,  pourvu  que  l’on  sache 
faire  usage  des  tables  de  logarithmes.  — 160.  La  seule  inspection  d’un 
nombre  fait  connaître  la  partie  entière  ou  caractéristique  de  son  loga- 
rithme. — 161.  Disposition  des  tables  de  Callet.  — 162.  Usages  des 
tables  pour  trouver  le  logarithme  d’un  nombre  compris  dans  la  table. — 
165.  Pour  trouver  le  logarithme  d'un  nombre  non  compris  dans  la 
table,  on  suppose  l’accroissement  des  logarithmes  proportionnel  à celui 
des  nombres.  — 164.  Moyen  de  trouver  le  nombre  correspondant  à un 
logarithme  donné  dans  le  cas  où  le  logarithme  n’est  pas  dans  la  table; 
on  fait  encore  usage  de  la  proportion  admise  plus  haut.  — 168.  L’in- 
spection des  tables  prouve  que  cette  proportion  est  à peu  près  exacte. 
— 166.  Moyen  d’effectuer  par  logarithmes  les  multiplication,  division, 
élévation  aux  puissances , etc.  — 167.  Les  nombres  sur  lesquels  on 
opère  doivent  être  plus  grands  que  l’unité  ; moyen  de  faire  en  sorte  que 
cela  ait  lieu.  — 168.  Le  rapport  des  logarithmes  de  deui  nombres  est 
le  même  dans  tous  les  systèmes.  — 169.  Cas  où  les  deux  logarithmes 
sont  incommensurables.  — 177.  On  en  conclut-qu’une  table  de  loga- 
rithmes étant  construite,  il  suffira,  pour  en  former  une  seconde,  de 
multiplier  tous  les  termes  de  la  première  par  un  même  nombre.  — 
1 78.  Pour  construire  une  table,  il  suffit  donc  de  connaître  le  logarithme 
d’un  seul  nombre.  —179.  Application  numérique.  — 180.  Chercher 
la  base  d’un  système  d’après  un  seul  logarithme  supposé  connu.  — 
181.  Formule  qui  donne  la  valeur  d’un  capital  placé  à intérêts  com- 
posés; diverses  applications  numériques.  — 182.  Formules  des  an- 
nuités ; diverses  applications  numériques. 

EXERCICES. 

I.  Quelle  est  la  raison  d’une  progression  géométrique  de 
Il  termes,  dont  le  premier  terme  est  10  et  dont  le  dernier  est 
100? 

Quelle  est  la  somme  de  cette  progression  ? 

II.  Un  capital  de  8500  fr.  est  placé  à pour  100  : que  de- 
vient-il au  bout  de  41  ans? 

III.  Une  population  de  200  000  âmes  augmente  par  an  de  1 j 
pour  100  : à combien  montera-t-elle  dans  un  siècle? 
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IV.  Combien  de  temps  un  capital  de  3500  fr.  doit-il  être 
placé  à 5 pour  100  pour  s’élever  à la  même  somme  que  4300  fr. 
placés  à 4 pour  100  pendant  18  ans? 

V.  Deux  capitaux  sont  placés  aux  intérêts  d’intérêts  : l’un,  de 
38  000  fr.,  à 4 \ pour  100;  l’autre,  de  99  398  fr.,  à3  |pour  100  : 
en  combien  de  temps  s’élèveront-ils  à la  même  somme  ? 

VI.  Quelle  est  la  valeur  actuelle  d’une  rente  annuelle  de 
1500  fr.  payable  pendant  36  ans,  l’intérêt  étant  à 5 pour  100, 
et  le  premier  payement  devant  s’effectuer  dans  un  an? 

VII.  On  veut  payer  une  dette  de  25  000  fr.  en  7 payements 
annuels  égaux,  l'intérêt  étant  à 4 pour  100. 

Quelle  doit  être  la  valeur  de  l’annuité? 

VIII.  Quelle  est  l’annuité  qui  amortit  en  48  ans  un  emprunt 
de  36  000  fr.  au  taux  de  3 f pour  100? 

IX.  On  veut  acheter  une  rente  de  3000  fr.  pour  91 650  fr.  : 
pour  combien  d’années,  à raison  de  3 pour  100,  doit-on  con- 
céder la  rente  ? 

X.  Quelle  est  la  valeur  actuelle,  au  taux  de  5 pour  100,  de 
24  annuités  dont  la  première,  payable  dans  un  an,  est  de 
1000  fr.,  et  qui  croissent  en  progression  géométrique  dont  la 

. 11» 
raison  est  = — ? 

Calculer  le  montant  de  la  dernière  annuité. 
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CALCUL  DES  VALEURS  ARITHMETIQUES  DES  RADICAUX. 


183.  L’expression  m\Ja  représente  un  nombre  dont  la  puissance 
tnm‘  est  égale  îi  a.  Si  nous  nous  bornons  à considérer  les  nombres 
positifs,  Va  a,  d’après  cette  définition,  une  valeur  unique  et  dé- 
terminée; mais  les  conventions  faites  en  algèbre  nous  obligent, 
dès  à présent,  à lui  attribuer  un  sens  plus  étendu. 

1°  Si  a est  positif,  et  que  m soit  pair,  la  puissance  mmt  du  nom- 
bre négatif,  égal  en  valeur  absolue  à a,  sera  égale  à a;  car  un 
nombre  pair  de  facteurs  négatifs  donne  un  produit  positif. 

Va  admet  donc,  dans  ce  cas,  deux  valeurs  égales  et  de  signes 
contraires. 

Exemple.  représente  à la  fois , d’après  nos  conventions , 
— 2 et  2 : car  les  deux  nombres  ont  l’un  et  l’autre  4 pour  carré. 

2°  Si  a est  positif  et  m impair,  il  n’y  a pas  lieu,  pour  le  mo- 
ment, d’attribuer  à \/a  une  signification  plus  générale  qu’en 
arithmétique. 

3°  Si  a est  négatif  et  m pair,  "<Ja  ne  représente  aucun  nombre 
positif  ou  négatif,  car  les  puissances  paires  d’un  nombre  sont 
toujours  positives. 

4°  Enfin,  si  a étant  négatif  et  égal  à — a',  m est  impair,  ÿ — a' 
représente  un  nombre  négatif  égal  à — V«'>  e*  l’on  a 

y' — a'  = — ÿ'a'. 

En  effet,  m étant  impair,  la  puissance  mm  de  — m\JW  sera 
— a’. 

Exemple.  ^^8=— 2. 

Car  le  cube  de — 2 est — 8. 

Ces  généralisations  sont,  en  algèbre,  d’une  grande  impor- 
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lance;  elles  recevront  plus  tard  de  grands  développements. 
Nous  avons  déjà  rencontré  leur  utilité  à l’occasion  des  équations 
du  second  degré;  il  nous  a paru  utile  de  les  rappeler,  mais  il  n’en 
sera  plus  question  dans  le  reste  de  ce  chapitre  : nous  y consi- 
dérerons seulement  les  racines  positives  des  nombres  positifs. 

Simplification  d’un  radical. 

184.  Lorsque  le  signe  radical  porte  sur  un  nombre  élevé  lui- 
meme  à une  puissance,  on  peut  souvent  lui  faire  subir  une 
simplification. 

1°  Si  l’indice  de  la  racine  est  égal  au  degré  de  la  puissance, 
les  deux  opérations  se  détruisent.  Ainsi  l’on  a 

"\]am=a. 

2°  S’il  existe  un  facteur  commun  à l’indice  de  la  racine  et  à 

y 

l’exposant  de  la  puissance,  on  peut  le  supprimer.  Ainsi  l’on  a 
*V  anT  = m\jun. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  qu’en  élevant  ces 
deux  expressions  à la  puissance  mp,  on  obtient  des  résultats 
égaux.  On  a en  effet 

(7ô»)mp  = [(v^)"?  = (a-)»  = a'r. 

Toutes  ces  formules  sont  évidentes,  si  on  se  rappelle  (voy. 
Y Arithmétique)  que  la  puissance  mp  d’un  nombre  est  égale  à la 
puissance  mm  de  sa  puissance  pm*. 

4°  S’il  se  trouve,  sous  un  radical,  un  facteur  dont  l’exposant 
soit  égal  à l’indice  de  la  racine  on  peut  le  faire  sortir  du  radical 
en  supprimant  son  exposant.  Ainsi  l’on  a 

\janb  — a\Jb. 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  qu’en  élevant  ces 
deux  expressions  à la  puissance  n,  on  obtient  des  résultats 
égaux,  car  on  a 

( sja'by'  = anb , 

(i ayb)n  = u*  0/b)"  = a*  b. 
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Ces  formules  sont  évidentes  si  on  se  rappelle  que  la  nm‘  puis- 
sance d’un  produit  est  le  produit  des  nmt’  puissances  des  fac- 
teurs. 

Puissance  d’un  radical. 

185.  Pour  former  une  puissance  d’un  radical,  il  suffit  d’élever 
à cette  puissance  le  nombre  placé  sous  le  radical.  Ainsi  l’on  a 

(VaT  = V^- 

Pour  le  démontrer,  il  suffit  de  remarquer  que  la  puissance 
tnm ' de  ces  deux  expressions  est  la  môme.  On  a en  effet 

[(7OT* = (V^r  = L(7â)m]n  = an, 

( v/ô")”  = an. 

Toutes  ces  égalités  sont  évidentes,  si  l’on  se  rappelle  que  la 
puissance  î»m'  de  la  puissance  »mc  d’un  nombre  est  égale  à sa 
puissance  mnm‘  (voy.  Y Arithmétique). 


Racines  d’un  radical. 

186.  Pour  extraire  la  racine  m™  d’un  radical,  il  suffit  de 
multiplier  l’indice  par  in  ; ainsi  l’on  a 

77«  = ’7®* 

Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  que  ces  deux  expres- 
sions élevées  à la  puissance  mn  donnent  des  résultats  égaux; 
on  a en  effet 

Réduction  de  plusieurs  radicaux  au  même  indice- 

187.  On  peut  remplacer  deux  radicaux  quelconques  "\fa  et  \Jb 
par  deux  autres  de  même  indice. 

On  a en  effet  (184)  7®  = "J/ô*, 

75= 75\ 
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Un  nombre  quelconque  de  radicaux  y a,  y b,  '\Jc,  \ Ul  peuvent 
être  ramenés  à l’indice  commun  mnpq . On  a en  effet 

yb  = ”yw\ 
yd^’y'd^. 

On  peut  môme  donner  à plusieurs  radicaux  un  indice  commun 
égal  au  plus  petit  multiple  commun  de  leurs  indices.  Soient  par 
exemple  deux  radicaux  y a et  y b,  et  ja  un  multiple  de  m et 
de  n,  de  telle  sorte  que 

H=tna  [a  =■  ; 

on  aura  évidemment 

yâ=myâ*=yâ% 

yb=yw=ÿbK 


Produit  de  plusieurs  radicaux. 

188.  Pour  multiplier  plusieurs  radicaux  de  môme  indice,  il 
suffit  de  multiplier  les  nombres  placés  sous  ces  radicaux  et 
d’affecter  le  produit  de  l’indice  commun. 

Ainsi  l’on  a 

y a y b y c — y abc  ; 

pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  que  ces  deux  expres- 
sions ont  même  puissance  m'  ; on  a en  effet 

(yâyiycT = (v«)m  Cfflr  CWT = «&>, 

(7  abc  )m  = abc. 

Si  l’on  veut  multiplier  des  radicaux  quelconques,  on  les 
ramènera  au  même  indice,  et  on  appliquera  ensuite  la  règle 
précédente. 

Exemple.  On  a 

v'ôF x v«"  =yâr^ x 
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Quotient  (te  deux  radicaux.  f 

1H9.  Pour  diviser,  l’un  par  l’autre,  deux  radicaux  qui  ont 
même  indice,  il  suffit  de  diviser  les  nombres  placés  sous  ces 
radiçaux  et  d’affecter  le  quotient  de  l’indice  commun. 


Pour  le  prouver,  il  suffit  de  remarquer  que  ces  deux  expres- 
sions ont  même  puissance  w;  ona  en  effet 

Vfbl  (TbT  l* 

m a 

~b' 

Si  l’on  veut  diviser,  l’un  par  l’autre,  deux  radicaux  quelcon- 
ques, on  les  ramènera  au  même  indice  et  on  appliquera  ensuite 
la  règle  précédente. 

Exemple.  On  a 

s/aT  _ y 

V'F  - V 


Notation  des  exposants  fractionnaires. 

190.  Les  résultats  précédents  peuvent  s’énoncer  plus  sim- 

M 

plement  si  l’on  convient  de  représenter  y am  par  a",  en  dési- 

771 

gnant  — sous  le  nom  d 'exposant  de  a. 

Avant  de  montrer  l’avantage  de  cette  notation  dans  l’énoncé 
des  propositions  précédentes , nous  ferons  remarquer  qu’elle 

m 

n’implique  pas  contradiction , et  que , l’expression  a"  conserve 

7ïl 

la  même  valeur,  si  on  y remplace  — par  une  fraction  égale.  En 
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d’autres  termes,  si  l’on  a 

m tri 

n ri  ’ 


on  aura  aussi 
c’est-à-dire 


a"  = a" . 
ÿa*  = "v,am'; 


pour  le  démontrer,  réduisons  ces  deux  radicaux  au  même  in- 
dice, ils  deviendront 

n'»  ; h'h  ■ ; 

V a * , ya  , 

ce  qui  est  identiquement  la  même  chose,  puisque  légalité 

mm!..... 

- = — r entraîne  évidemment  mri  — mn. 
n n 

191.  Nous  allons  montrer  que  cette  nouvelle  notation  permet 
de  généraliser  plusieurs  théorèmes. 

1°  On  a (IBS)  (5^= 

ou,  dans  noire  nouvelle  notation, 

( :\p  =- 

Va"/  ==a 

donc,  pour  élever  une  puissance  fractionnaire  a"  à une  puis- 
sance entière  /»,  il  suffit  démultiplier  son  exposant  par  p ; 


2°  On  a (18(8)  y'  y am  = "y  a’", 

ou,  dans  notre  nouvelle  notation, 

(a")p  = a*^; 

donc,  pour  élever  une  expression  a"  à la  puissance  -,  il  suffit 

P 

de  multiplier  son  exposant  par 


3"  On  a (185, 188) 
ou,  dans  notre  nouvelle  notation, 

(a")«  = u"’; 


14 


Digitized  by  Google 


210  CALCUL  D?S  VALEURS  ARITHMÉTIQUES  DES  RADICAUX, 
donc,  pour  élever  une  expression  a"  à la  puissance  j-,  il  suffit 

de  multiplier  son  exposant  par  jj. 

Cette  dernière  proposition  comprend  les  deux  précédentes  qui 
en  résultent  évidemment  si  l’on  fait  p= 1 ou  q — 1.  Elle  est 
d’ailleurs  facile  à retenir,  à cause  de  son  analogie  avec  une  pro- 
position relative  aux  puissances  entières. 

4°  On  a (188)  ya" X y «p 

ou,  dans  notre  nouvelle  notation, 

a"X(i'  = « nq  =a"  *; 


donc,  pour  multiplier  deux  puissances  d'un  même  nombre,  il 
suffit  d'ajouter  les  exposants. 


5°  On  a (189) 


y#  7^  - V 


Si  l’on  suppose  mqj>np,  cette  égalité  peut  s’écrire 


% 1= 


ou,  dans  notre  nouvelle  notation, 


- = a = a* 
a" 

Si  l’on  remarque  que  l’on  a supposé  mqj>np,  et,  par  suite, 
^ , ce  résultat  peut  s’énoncer  ainsi  : pour  diviser  une  puis- 
sance d’un  nombre  par  une  autre  puissance  de  moindre  exposant , 
il  suffit  de  retrancher  les  exposants. 

Comme  dans  les  cas  précédents,  l’analogie  est  complète  avec 
les  théorèmes  relatifs  aux  exposants  entiers. 


Exposants  négatifs. 


192.  On  représente  souvent  l’expression  — par  ar'n,  m dé- 

Cl 
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signant,  ici,  un  nombre  positif  entier  ou  fractionnaire.  Celle 
notation  permet,  comme  on  va  le  voir,  de  généraliser  encore 
davantage  les  théorèmes  énoncés  plus  haut. 

Remarquons  d’abord  que  l’cgalilé 


ayant  lieu,  par  définition,  quand  m est  positif,  est  vraie,  par 
cela  môme,  pour  des  valeurs  négatives  de  m ; si  l’on  suppose, 
en  effet,  m= — m',  — m deviendra  ni',  et  la  formule  [1]  se 
changera  en 


ou,  en  remplaçant  a-"'  par  sa  valeur 


7F 


ce  qui  est  évidemment  exact. 

La  convention  précédente  permet , comme  nous  l’avons  dit , 
de  généraliser  différents  théorèmes  : 

1°  La  formule 


n’a  été  démontrée  (191, 5°)  que  pour  m>»;  elle  est  vraie  lors 
même  que  m<C.n\  en  effet,  on  a évidemment  dans  ce  cas 

oT  1__  1 
a"  a"  a"-”  ' 
am 


or,  d’après  notre  convention, 

-i-j = a-e'-’»)  — a"*-", 

an-m  » 

on  a donc  enfin, 
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Remarque.  Si  l'on  supposait  m=n , — serait  égal  à l’uni  le,  et 

a t 

a™-"  deviendrait  o°,  si  donc  nous  voulons  que  la  formule  [2] 
s’étende  à ce  cas,  il  faut  convenir  de  regarder  la  puissance  zéro 
d’un  nombre  comme  égale  à l’unité.  C'est  là  une  convention, 
et  il  n’y  a pas  lieu  à démonstration. 

2°  On  a (101,  3°)  la  formule 

[3]  («"j  " = 

quels  que  soient  les  nombres  positifs  m et  n.  Cette  formule  est 
encore  vraie  si  l’un  des  deux,  ou  tous  les  deux,  sont  négatifs. 

Supposons  d’abord  m positif  et  n négatif,  égal  à — la  for- 
mule [3],  devient 

(a*r"'=  a-"”', 

ou , d’après  nos  conventions , 

1 _ 1 

(a”*}'1'  a"”*” 

ce  qui  est  exact,  puisque  (amf  — amn'. 

Supposons  m négatif  égal  à — m'  et  n positif  : la  for- 
mule [3]  devient 

ou , d’après  nos  conventions , 

(±Y=~ 

\an'J  a”'"’ 

ce  qui  est  évidemment  exact. 

Supposons  enfin  m et  n négatifs  et  égaux  à — »«'  et  — n'  : la 
formule  à démontrer  devient 

(a— *')-*'  = a(-m')(-n')  = 

or,  d’après  nos  conventions , 


ce  qui  démontre  encore  la  formule  [3]  dans  ce  dernier  cas. 
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3°  On  a (191, 4*) 

[4]  am  Xa"=  a"+n , 

quels  que  soient  les  nombres  positifs  m et  n. 

Cette  formule  est  encore  vraie  si  l’un  des  deux  nombres  m et 
n ou  tous  les  deux  sont  négatifs.  Supposons  d’abord  m positif 
et  n négatif  égal  à — n';  cette  formule  deviendra 

o”  X o~n'=  o—"'. 

Remplaçons  a~n'  par  i , elle  devient 


ce  qui  a été  démontré  (192). 

4°  Supposons  maintenant  m et  n négatifs  et  égaux  à — m', 
— n'  : la  formule  [4]  devient 

a-*'  X ût*'  = arm'-n' 

1 _ 1 _ 1 

0U  am'  a"'  ~~  aml+n' 


ce  qui  est  évidemment  exact. 

5°  La  formule  [4]  entraîne  évidemment  la  suivante  • 


[5] 


a m 

— = a 
a" 


car  en  remplaçant  — par  sa  valeur  a~n,  cette  dernière  devient 


am  X ar"  = a"~n 

ou , ce  qui  est  la  même  chose, 

■ am  X or"  = , 

qui  a lieu  (3°),  quels  que  soient  les  nombres,  positifs  ou  néga- 
tifs, m et  n. 


Exposants  incommensurables. 

193.  Il  nous  reste  à définir  Uexpression  a‘  lorsque  x est  un 
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nombre  incommensurable;  on  doit,  dans  cè  cas,  adopter  la 
définition  suivante  : 

a*  est  la  limite  vers  laquelle  tendent  les  puissances  de  o, 
dont  l’exposant  coinmensurable  s’approche  de  plus  en  plus 
de  x. 

Cette  définition  est  très-simple,  mais  elle  exige  quelques 
développements.  On  pourrait,  en  effet,  se  demander  si  la 
limite  est  bien  déterminée  et  si , quelle  que  soit  la  série  des 
exposants  commensurables  qui  s’approchent  indéfiniment  de 
x,  la  limite  des  puissances  de  a est  toujours  la  même.  Pour  le 
démontrer,  il  faut  établir  quelques  propositions. 

1°  Toutes  les  puissances  commensurables  d’un  nombre  positif 
sont  positives.  Cela  résulte  de  ce  que,  comme  nous  l'avons  dit, 
nous  ne  considérons  que  les  valeurs  positives  des  radicaux. 

2°  Toutes  les  puissances  positives  d’un  nombre  plus  grand  que 
l’unité  sont  elles-mêmes  plus  grandes  que  l'unité  et  toutes  les 
puissances  négatives  sont  moindres  que  t unité. 

Le  contraire  a lieu  pour  les  puissances  d’un  nombre  moindre 
que  l'unité. 

n 

Soit  en  effet  a un  nombre  plus  grand  que  l’unité  et  an  une 
puissance  positive  de  a , on  a , par  définition , 

m ^ 

an  = v am  ; 

or,  a étant  plus  grand  que  l’unité , il  en  est  évidemment 
de  même  de  la  puissance  entière  am,  et  par  suite  de  ï/am- 

Les  puissances  positives  de  a étant  plus  grandes  que  l’unité, 
l’égalité 


montre  que  les  puissances  négatives,  qui  sont  leurs  inverses, 
sont  moindres  que  l’unité. 

Enfin , si  l’on  suppose  à a une  valeur  moindre  que  l’unité , 
on  peut  le  représenter  par  , a1  étant  plus  grand  que  l'unité  , 

Cl 

et  l’on  aura  alors 
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et  il  est  évident  que  les  valeurs  de  x,  qui  rendent  a'  plus 
grand  que  l’unité,  rendent  ax  plus  petit,  et  réciproquement, 

3°  Si  x reçoit  des  valeurs  commensurables  croissantes,  l'expres- 
sion a1  varie  toujours  dans  le  même  sens , elle  augmente  si  a est 
plus  grand  que  l'unité,  elle  diminue  dans  le  cas  contraire. 

Soient,  en  effet, p et  q deux  valeurs  commensurables  posi- 
tives ou  négatives,  attribuées  successivement  à x,  on  a (193) 


or,  q — p est  positif,  puisque,  par  hypothèse,  q est  plus  grand 
quep;  si  donc  a est  plus  grand  que  l’unité  , il  sera  de  même 
de  a*-*,  et , par  suite , on  aura  aq  >ar.  Si , au  contraire , a est 
moindre  que  l’unité , il  en  sera  de  même  de  aq~v,  et  l’on  aura 
aq<ap.  Dans  le  premier  cas , a”  augmente  par  conséquent  quand 
x passe  de  la  valeur  p à la  valeur  q,  et  il  diminue  dans  le  second. 

4°  On  peut  dans  l’expression  ac  donner  à l’expression  bommen- 
surable  x un  accroissement  assez  petit  pour  que  a1  varie  aussi 
peu  qu’on  le  voudra. 

Soit  m une  valeur  commensurable  quelconque  de  x;  je  dis 
que  l’on  peut  augmenter  m d’une  quantité  a assez  petite  pour 
que  la  différence 

«">+* — am 

soit  aussi  petite  qu’on  le  voudra. 

Ofta  a“  = fl"X«*1 

et , par  suite , a"*- —am  — am  (a*— 1), 

a”  est  un  nombre  indépendant  de  a.  11  suffit  donc  de  prouver 
que  a* — 1 peut  être  rendu  aussi  petit  qu’on  le  voudra  pour  des 
valeurs  suffisamment  petites  de  a.  Supposons  d’abord  a plus 
grand  que  l’unité.  Quelle  que  soit  la  valeur  positive  de  a,  a* 
sera  toujours  (193)  plus  grand  que  l’unité.  Pour  montrer  qu’il 
en  approche  autant  qu’on  veut , il  suffit  de  faire  voir  qu’il  peut 
devenir  plus  petit  qu’un  nombre  quelconque  1 -f-  c supérieur  à 
l’unité,  et  que  l’on  peut  choisir  a de  manière  que 

«■<  1 + e; 
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1 

posons,  en  elîet,  a=  j,  l’inégalité  précédente  devient 

o*<(l  + «), 

ou , ce  qui  revient  au  même , 

(1+E)k>a. 

, 1 

Or,  les  puissances  entières  de  (1  -f-t)  forment  une  progres- 
sion par  quotient  croissante,  dont  les  termes  (140)  peuvent 
surpasser  toute  limite.  La  dernière  inégalité  est  donc  tou- 
jours possible , et , par  suite , la  proposition  est  démontrée 
dans  le  cas  de  a > l.  Si  a est  moindre  que  1,  on  le  repré- 
sente par  i , a'  étant  plus  grand  que  l’unité;  a*  sera  alors 

égal  à 4;  ; or,  a'“  différant,  d’après  ce  qui  précède,  aussi  peu 

que  l’on  voudra,  de  l’imité,  il  en  sera  évidemment  de  môme 
de  a“. 

194.  Les  remarques  qui  précèdent  sont  indispensables  pour 
donner  de  a*  une  définition  parfaitement  rigoureuse  dans  le 
cas  de  x incommensurable.  Chacune  d’elles  forme  d’ailleurs 
une  proposition  qu’il  serait  indispensable  de  connaître  quand 
bien  même  on  ne  s’astreindrait  pas,  comme  nous  l’avons  fait , 
à ne  laisser  subsister  aucune  difficulté  sur  ce  point  important. 

Nous  dirons  : a1  représente , pour  une  valeur  incommensu- 
rable h , attribuée  àx,  un  nombre  compris  entre  les  valeurs 
de  a 1 qui  correspondent  à des  exposants  commensurables 
moindres  que  h,  et  celles  qui  correspondent  à des  exposants 
plus  grands  que  h.  Cette  définition,  analogue  à celle  que  nous 
donnons,  en  arithmétique,  pour  les  racines  carrées  et  cubiques, 
assigne  à a'*  une  valeur  unique  et  déterminée. 

Si  l’on  suppose,  en  effet,  pour  fixer  les  idées,  que  les  valeurs 
de  a*  représentent  des  longueurs  portées  sur  une  ligne  droite 
à partir  d’une  certaine  origine,  l’extrémité  de  celles  qui  cor- 
respondent à des  valeurs  de  x moindres  que  h occuperont  une 
certaine  région  de  la  droite  ; celles  qui  correspondent  aux  va- 
leurs de  x plus  grandes  que  h en  occupent  une  autre,  et  il 
résulte  des  remarques  précédentes  que  ces  régions  sont  entière- 
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inent  séparées  , 3° ) , et  qu’il  ne  peut  exister  entre  elles  aucun 
intervalle  d’étendue  finie  (4°),  mais  un  simple  point  de  dé- 
marcation. La  distance  à laquelle  ce  point  se  trouve  de  l’ori- 
gine mesure  a\ 

RÉSUMÉ. 

185.  Définition  de  l’expression  ÿa;  si  n est  pair,  elle  est  susceptible  de  deux 
valeurs  quand  a est  positif,  et  n’en  représente  aucune  quand  a est  né- 
gatif. — 184  Simplifications  d’un  radical  ÿ'a"  lorsque  m et  r»  ont  un 
facteur  commun.  Simplifications  du  radical  \Ja"b.  — 188.  Puissances 
d’un  radical.  — 186.  Racines  d’un  radical.  — 187.  Réduction  de  plu- 
sieurs radicaux  au  même  indice  ; on  peut  prendre  pour  indice  commun 
le  plus  petit  multiple  commun  des  indices.  — 188.  Produit  de  plusieurs 
radicaux  qui  ont  même  indice  ; on  peut  multiplier  des  radicaux  quel- 
conques en  les  réduisant  au  même  indice.  — 189.  Quotient  de  deux 
radicaux  qui  ont  même  indice.  — 190.  Exposants  fractionnaires.  — 

191.  Cette  notation  permet  de  généraliser  plusieurs  théorèmes.  — 

192.  Exposants  négatifs.  — 195.  Exposants  incommensurables. 
Principes  nécessaires  pour  mettre  la  définition  à l’abri  de  toute  objec- 
tion.— 194.  Définition  rigoureuce  de  a*. 

EXERCICES. 

I.  * = [-?  + (<?’  + P5)¥  + [-  q ~ (f  +P# 

salisfail  h l’équation 

xs  -|-  3 px  1q  — o. 

II.  On  a 

[î+4^]’+  „ + èi 

III.  Réduire  J + »gïïI-«-»gEÎ. 

X — V fxl — 1 — 1 

iv.  {[/+(/*+<*)¥  +[/,-(/‘ +«•)¥}’+ 2« 

= '[e’-f  2/’’  + <(es+  2/’*)*— e*lî|5+  [e'-f  2/^  — [e3  + 2/’1)*  — e*]-*}*. 

V.  2[2  f+  (r-r'hf- ( r—*?Ÿ  = (/■+  cŸ-{f—  C)\ 
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VI.  Si  l’on  posé 

tt  \ 1.2*â.l.Æl  . 

l’expression 

u"«(k,z)*(k,s— i)  *(*,*—  fj  ...  « 

■K{nk,ns) 

est  indépendante  de  z. 

VII.  Simplifier  l’expression 

v ;r*  v^y  — V x'  y 


\J x*  -f-  ÿ icy®  — y ar*y  — y'ÿ4 


VIII.  Simplifier 


V/a,+v'até54-v,6,  + Va,6‘- 


IX.  Simplifier 

1 — «H-  yT+T*  — tyl  +o‘ 


X.  Que  devient  l’expression 

1 — ax  1 1 + 
1 -\-ax\  1 — 

quand  on  y fait  a; =i  y ^ — 1 ? 


bx 

bx 


XI.  Que  devient  l’expression 

2 (uv  — \j  1 — u'\J\ — v*) 

quand  on  y fait  2m = x + i,  2v  = y+-? 

x y 

XII.  Que  devient  l’expression 

2a\/l  ~f~  x1 

œ + y/l  4-*1 

quand  on  y fait  œ = J (y/|—  I 
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XIII.  Que  devient  l’expression 
/a* — b'\ 


quand  on  y suppose  x = 

XIV.  Résoudre  les  équations 


3» 

a -f  by~r 


(v'*)  v=(vF)\ 

(yjx  + sjy)  l 

Wy)*  =(v^)r- 
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CHAPITRE  XV. 


NOTIONS  SUR  LES  SÉRIES. 


Définitions. 


198.  Une  série  est  une  somme  composée  d’un  nombre  illi- 
mité de  termes. 

On  dit  qu’une  série  est  convergente  lorsqu’il  existe  une  limite 
dont  la  somme  de  ses  termes  s’approche  indéfiniment  à mesure 
que  l’on  en  considère  un  plus  grand  nombre. 

Une  série  qui  n’tst  pas  convergente  est  dite  divergente.  Une 
série  divergente  ne  représente  rien  et  ne  peut  être  d’aucun 
usage  en  analyse. 

Exemple.  Une  progression  par  quotient  est  une  série  conver- 
gente, lorsque  sa  raison  est  moindre  que  l’unité.  On  a vu,  en 
effet  (146) , qu’en  supposant  g moindre  que  l’unité,  la  somme 

a -f-  aq  + «g* -f-  ...-|-  «ÿn-f-elc. 


s’approche  indéfiniment  de  la  limite 


a 


1 —g 


Une  progression  indéfinie  dont  la  raison  surpasse  l’unité  est 
évidemment  divergente. 


196.  Pour  qu’une  série  soit  convergente,  il  faut  que  ses  ter- 
mes approchent  indéfiniment  de  la  limite  zéro.  Mais  cette 
condition  est  loin  d’être  suffisante.  Pour  le  prouver,  nous  al- 
lons faire  voir  que  la  série 

[l]  ,+i+5+J+5+~- 

dont  les  termes  diminuent  indéfiniment,  est  cependant  diver- 
gente. En  effet,  la  somme 

f21  _J_+  _J_+  1 

L 1 «-fl^n-j-2  "2n 
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est,  quel  que  soit  n,  plus  grande  que  car  elle  se  compose  de 

n termes,  tous  plus  grands  que  ^ ; on  peut  donc,  à partir  d’un 
terme  quelconque,  prolonger  assez  la  série  [1]  pour  que  sa 
somme  augmente  de  et  il  est  évident  qu’en  prenant  un  nom- 
bre suffisamment  grand  de  groupes,  tels  que  [2],  on  obtiendra 
autant  de  fois  qu’on  le  voudra  une  somme  plus  grande  que  -, 
cl  le  résultat  pourra,  dès  lors,  surpasser  toute  limite  assignée. 

197.  Il  n’est  pas  toujours  facile  de  décider  si  une  série  est 
convergente  ou  divergente.  Nous  nous  bornerons  à indiquer 
une  règle  fort  simple  qui  permet  de  prononcer  dans  un  grand 
nombre  de  cas. 

Théorème.  Une  série  à termes  positifs  est  divergente,  lorsque,  à 
partir  d’une  certaine  limite,  le  rapport  d'un  terme  au  précédent  est 
plus  grand  que  l'unité.  Elle  est  convergente  lorsque,  à partir  d'une 
certaine  limite,  ce  rapport  est  constamment  moindre  qu’un  nombre 
fixe  plus  petit  que  l’unité  (il  ne  suffirait  pas  qu’il  fût  constamment 
moindre  que  l’unité). 

1”  Si,  à partir  d’une  certaine  limite,  le  rapport  d’un  terme  au 
précédent  surpasse  l’unité,  il  est  évident  que  les  termes  vont 
en  croissant , et  que , par  suite,  leur  somme  augmente  sans 
limite  ; 

2°  Considérons  la  série 


u,  -f-  m* -j—  ...  -f- w*  -j-  «b+i -f-  etc 

Supposons  qu’à  partir  du  terme  de  rang  n , le  rapport  d’un 
terme  au  précédent  soit  constamment  moindre  qu’un  nombre  K 
inférieur  à l’unité,  en  sorte  que  l’on  ait 


^=±?<K 

U« 

Un+t jr 

|«n+t 

Un+ 8 

Vw„ 


<K 
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on  déduit  des  inégalités  [1]  ; 

w»+i<Kv. 

w»+»<K«*+t<KV, 

vn+3<K«»+i<K,w, 

<Kmb+1,-i<  Kpun, 

en  sorte  que  les  termes  de  la'  série  proposée,  à partir  du  n"M, 
sont  moindres  que  ceux  de  la  progression  décroissante 

Wn  -j-  Kw«  4"  KHi,  -f-  4”  % m 

et  il  est  impossible,  par  conséquent,  que  leur  somme  croisse 
sans  limite.  Lors  donc  qu’on  prendra  un  nombre  de  termes  de 
plus  en  plus  grand  dans  la  série  proposée,  la  somme,  qui  va 
• sans  cesse  en  augmentant,  puisque  les  termes  sont  positifs,  ne 
pourra  cependant  pas  surpasser  tout  nombre  donné.  Il  est  dès 
lors  évident  qu’elle  a une  limite,  précisément  égale  au  plus 
petit  des  nombres  qu’elle  ne  peut  jamais  surpasser. 

108.  Remarque  I.  La  démonstration  précédente  serait  en 
défaut  si  l’on  avait  1 ; dans  ce  cas,  il  y aurait  doute,  et  la 
série  pourrait  être  convergente  ou  divergente. 

199.  Remarque  II.  La  démonstration  précédente  fait  connaî- 
tre une  limite  de  l’erreur  commise  quand  on  s’arrête  dans  la 
sommation  d’une  série  à un  terme  d’un  certain  ordre.  Soit  en 
effet  la  série 

«0  -f- «1  + «>  + •••  +««+««+1+.... 

Supposons  qu’à  partir  du  terme  v„,  le  rapport^1’  soit  con- 

‘Wn 

stamment  moindre  que  kt  les  termes  un+t,  seront (199) 
moindres  que 

unk, 

et,  par  suite,  la  somme  des  termes  négligés  en  s’arrêtant  à un 
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Îj3 


sera  plus  petite  que 
c’est-à-dire  que 


kun 
1 — A‘ 


I 


200.  Remarque.  Si,  dans  une  série  dont  les  termes  ne  sont  pas 
tous  de  môme  signe,  le  rapport  d’un  terme  au  précédent  est,  à 
partir  d’une  certaine  limite,  moindre,  en  valeur  absolue,  qu’un 
nombre  k inférieur  à l’unité,  on  peut,  a fortiori,  affirmer  que 
la  série  est  convergente.  Il  est  facile  de  voir,  en  effet,  qu’une 
série  à termes  positifs  étant  convergente , elle  le  sera  encore 
lorsque , les  termes  gardant  la  même  valeur  absolue  , une 
partie  d’entre  eux  changera  de  signe.  Le  caractère  d’une 
série  convergente  consiste,  en  effet,  en  ce  que  l’on  peut  y 
prendre  un  assez  grand  nombre  de  termes  pour  que  la 
somme  des  suivants,  prolongée  autant  qu’on  le  veut,  soit  infé- 
rieure à toute  limite  donnée  ; or,  si  cette  condition  est  remplie 
par  une  série  à termes  positifs,  elle  le  sera  a fortiori  par  la  sé- 
rie composée  des  mêmes  termes  dont  les  uns  seront  ajoutés  et 
les  autres  retranchés. 


201.  Théorème  II.  Si  les  termes  d’une  série  sont  alternativement 
positifs  et  négatifs , et  qu’ils  décroissent  indéfiniment , la  série  est 
convergente. 

. Soit,  en  effet,  la  9érie 

«0— «S—  «S  — «*  + ...+««—«»+»  + «»+*— 

les  termes  «o,  «i,  Ut, ...  allant  toujours  en  diminuant,  de  telle 
sorte  que  chacun  soit  plus  petit  que  le  précédent,  et  que  un 
puisse  devenir  aussi  petit  qu’on  le  voudra,  si  n est  suffisamment 
grand. 

Nommons  S0,  Si,  S,,  ...  S„  les  diverses  sommes  obtenues  en 
arrêtant  la  série,  successivement,  au  terme  , au  terme  uh ... 
au  terme  Si  nous  représentons  les  sommes  par  des  lon- 
gueurs portées  sur  une  droite  à partir  d’un  point  O , elles  for- 
meront la  figure  suivante  : 

O Si  àg  Ss  S;  S 8 Sa  S*  Si  So 

La  première,  S»,  est  la  plus  grande  de  toutes.  Si,  étant  égal  à 
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M0  — Wi,  est  moindre  que  S0;  St,  étant  égal  à S(+m,,  est  plus 
grand  que  Si , mais  moindre  que  S,  : car,  pour  la  former,  on  a 
ajouté  à So,  — Mi -(-«»)  qui  est  négatif;  Ss  est  moindre  que  Ss, 
mais  plus  grand  que  Si  : car,  pour  la  former,  on  a ajouté  à Si , 
Mi  — Ms,  qui  est  positif;  ainsi  de  suite.  Les  sommes  Si,  Sj,  S«... 
forment  une  série  croissante,  et  S»,  S»,  St...,  une  série  dé- 
croissante. D’ailleurs , les  termes  de  la  première  série  n’aug- 
mentent pas  indéfiniment,  car  ils  sont  tous  plus  petits  que  les 
divers  termes  de  la  seconde  série,  et,  dès  lors,  il  est  évident  que 
ces  termes  ont  une  limite, qui  est précisémentle  plus  petit  nom- 
bre, qu’ils  ne  peuvent  pas  dépasser.  De  môme,  les  termes  de  la 
série  décroissante  So,  Si,  S4 ...  ont  une  limite,  qui  est  le  plus 
grand  nombre,  auquel  ils  restent  constamment  supérieurs;  et 
enfin  les  deux  limites  sont  les  mômes  ; car  on  a 

Si«  Sj„_i  — Ufn  , 

et,  par  suite,  la  différence  entre  deux  termes  correspondants 
des  deux  séries  à indices  pairs  et  impairs,  peut  devenir  aussi 
petite  que  l’on  voudra. 

202.  Remarque.  Quand  une  série  dont  les  termes  ne  sont  pas 
tous  positifs  est  convergente,  indépendamment  du  signe  de  ses 
termes,  on  peut,  évidemment,  la  considérer  comme  la  diffé- 
rence des  deux  séries  convergentes,  dont  l’une  serait  formée 
par  les  termes  positifs,  l’autre  par  les  termes  négatifs.  Mais  il  faut 
bien  se  garder  d’étendre  cette  remarque  aux  séries  qui  devien- 
draient divergentes  si  tous  leurs  termes  étaient  positifs.  On  se- 
rait ainsi  conduit  à des  erreurs  graves. 

Nous  nous  bornerons  à citer  un  exemple.  Les  séries 

, lil 1_L_I il  4 1 J_  , 

2*3  4 ' 5 6 ' ‘ ' 2»  — l 2»  ‘ ’ 

1 -u  I — I J_  I _j_  I I _L_1  _l  J I _L_ 

1 '3  2 ' ô ' 7 4 '9^  11  6^ 

+_!_+_! 1+ 

2n  — 3 ' 2n  — 1 » ~ 

sont  composés  des  mêmes  termes  positifs  : 

1 I i i 

3’  5’  7’  ’ 
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et  des  mêmes  termes  négatifs 

l 1 


2»  4’ 


Pourtant,  leurs  sommes  sont  très-différentes.  On  voit,  en  effet, 
qu’en  s’arrêtant , dans  toutes  deux , au  terme  — - , la  pre- 

mière contient,  de  plus  que  la  seconde,  les  termes  négatifs  : 

1 1 1 


n n-f-l’  2 n — 2’ 

et  la  somme  de  ces  n — 1 termes,  dont  le  moindre  est 
surpasse  en  valeur  absolue 


1 

2n — 2 ’ 


n — i 
2n  — 2 ’ 

c’est-à-dire  i.  La  différence  des  deux  séries  prolongées  indé- 


finiment surpasse  donc  certainement 


l 

2* 


RÉSUMÉ. 

198.  Ce  qu’on  appelle  série,  convergente  et  divergente.  Une  progres- 
sion par  quotient  est  convergente  quand  la  raison  est  plus  petite  que 
l’unité,  divergente  dans  le  cas  contraire.  — 196.  Les  termes  d’une 
série  peuvent  décroître  indéfiniment  sans  que  la  série  soit  convergente. 
— 197.  Une  série  dont  tous  les  termes  sont  positifs,  est  convergente 
lorsque  le  rapport  d’un  terme  au  précédent  est  à partir  d’une  certaine 
limite  moindre  qu’un  nombre  fixe  moindre  que  l’unité.  — 198.  Il  ne 
suffirait  pas  que  le  nombre  fixe  fût  égal  à l’unité.  — 199.  Limite  de 
l’erreur  commise  quand  on  s’arrête  à un  terme  donné.  — 200.  Lors- 
qu’une série  à termes  positifs  est  convergente,  elle  ne  cesse  pas  de  l’être 
lorsqu'on  change  le  signe  d’une  partie  de  ses  termes.  — 201.  Une 
série  dont  les  termes  sont  alternativement  positifs  et  négatifs  est  con- 
vergente quand  les  termes  décroissent  indéfiniment.  — 202.  11  ne  faut 
pas  toujours  considérer  une  série  comme  la  différence  entre  les  sommes 
de  ses  termes  positifs  et  celles  de  ses  termes  négatifs. 

EXERCICES. 

I 1,1,  ,1, 

2"  T 3<n  T •••  T T ••• 

est  une  série  convergente  quand  m est  plus  grand  que  l’unité, 
et  divergente  dans  le  cas  contraire. 

15 
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II.  La  série,  à teimes  positifs, 

«o4"Wi-f-...-)-Mn_i-f-Un  4"  ... 
est  convergente  si  \/üi,  a une  limite  moindre  que  l’unité. 

III.  Prouver  la  convergence  de  la  série 

1 ÎT2+rX3  + - 1.2.3...  '** 

par  l’application  de  la  règle  précédente. 

IV.  Si  la  série  m0 -j-«i  + «î  + •■•+««+ ••• 

est  convergente,  il  en  est  de  même,  quels  que  soient  les  signes 
de  ses  termes,  de  la  série 

E„«o  4"  Lit*»  — f— ...  — f-  E„m„  , 

E0,  Ei,  ...  En  étant  des  nombres  positifs  décroissants. 

V.  Si,  dans  une  série 

w«  4*  4~  H-  • • • 4"  Mi*  ~t”  M»+<  4"  • • • 

le  rapport  d’un  terme  au  précédent  est  représenté  par  la  formule 

m«+i  _ nr  4-  A»’’-1  + Bap_’  4-  C«p-34-. . . 
wn  np  4-  a»p~'  4-  bnp~*  4-  cwp~34-*i  • ’ 

A,  B , C , ... , désignant  des  nombres  constants  , la  série  sera 
décroissante  si  la  première  des  différences  A — a,  B — b,  C — c, 
qui  ne  l’annule  pas  est  négative.  Mais  si  cette  première  diffé- 
rence n’est  pas  A— a,  les  termes  ne  tendront  pas  vers  zéro. 

VI.  Prouver  que,  dans  la  série 

n—h—  1 , («— h— l)(n— A)  , , 

1 + — + ' iÿ+ïj +-  + 

(w — h — l)(n — h)...(n — h-\-p — 1)  . 

~T~  n(n4-l)(»4-2)...(n4-i») 

la  somme  desjp-f2  premiers  termes  est 

n—  1 (n— -ft— -l)(a  — A)...(n  — A4-p) 

h hn{n-\-\)...[n-\-p) 

cl  que  la  série  est  convergente  et  a pour  limite  1 ■ 
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Définitions. 

205.  On  nomme  combinaisons  n à n,  de  m objets  distincts, 
les  différents  groupes  que  l’on  peut  former  avec  n de  ces 
objels;  il  est  utile  d’en  calculer  le  nombre. 

La  question  peut  être  considérée  sous  deux  points  de  vue, 
suivant  que  l’on  regarde  ou  non,  comme  distincts,  les  groupes, 
qui,  étant  composés  des  mêmes  objets,  diffèrent  seulement 
par  l’ordre  dans  lequel  on  les  place.. 

Dans  le  premier  cas,  les  combinaisons  reçoivent  le  nom  d'ar- 
rangements;  et  dans  le  second,  celui  de  produits  différents. 


Nombre  des  arrangements. 

204.  Calculons,  d’abord,  le  nombre  des  arrangements  dis- 
tincts de  m objets  pris  n h n.  Désignons  ce  nombre  par  A„ 
et  par  A„_,  celui  des  arrangements  des  mêmes  objets,  n — 1 
à n — 1.  Si  tous  les  arrangements  n — là  «—1  étaient  for- 
més, en  plaçant  successivement,  à la  suite  de  chacun  d’eux, 
les  m — (n  — l;,  objets  qui  n’y  entrent  pas,  on  formerait  des 
arrangements  » à n,  dont  le  nombre  serait 

A^iO— (»—  1)],  ou  A„_i(»t — n + 1); 

♦ I 

car  chaque  arrangement  n — 1 à «—1,  fournit,  de  cette  manière, 
\m — (n— 1)]  arrangements  n h n.  Je  dis  que  A„_i  [?n—(n — 1)] 
est  précisément  le  nombre  des  arrangements  n à n ; et  pour 
cela,  il  faut  montrer  qu’ils  ont  tous  été  formés,  et  que  chacun 
d’eux  ne  l’a  été  qu’une  seule  fois. 

1°  On  a obtenu  tous  les  arrangements  n à n,  car  on  peut 
former  tout  arrangement  de  n objets,  en  plaçant  le  dernier 


Digitized  by  Google 


228  COMBINAISONS  ET  FORMULB  DU  BINOME. 

(l’entre  eux  à la  suite  de  l’arrangement  formé  par  l’ensemble 
des  n — 1 autres. 

2"  Un  même  arrangement  n’a  pu  être  formé  qu’une  fois,  car 
les  arrangements  n — 1 à n — 1,  étant  distincts,  ainsi  que  les 
m — n -f- 1 objets  que  l’on  place  à la  suite  de  chacun  d’eux  , 
les  groupes  que  l’on  forme  diffèrent,  soit  par  les  n— 1 premiers 
objets  s’ils  proviennent  de  deux  arrangements  n — làn — 1 
différents,  soit  par  le  dernier,  s’ils  proviennent  du  même  ar- 
rangement n — 1 à « — 1 . 

On  a donc  la  relation 

An  ==(»i— n-f  1)  A„_,. 

Cette  relation  étant  démontrée  pour  une  valeur  quelconque 
de  n,  on  aura  de  même,  en  désignant  par  A„_t,  A„_,...A,, 
le  ifombre  des  arrangements  n — 2 à «—  2,  » — 3 à n — 3,... 
un  à un  : 

A„_,  = (m — n + 2)  A„_, , 

A„_,  = (»t — n-f-3)A„_3,  , 

At  = (m — l)kt. 

En  multipliant  ces  équations  membre  à membre,  les  facteurs 
A„_i,  A.,,,  A,  disparaîtront,  et  il  vient,  en  remarquant  que 
le  nombre  A,  des  arrangements  1 à 1 est  m, 

A„  =(m  — n-}-  l)(m — n+2)...(m  — 1)>». 

Nombre  des  permutations. 

203.  La  formule  précédente,  si  on  y suppose  n—m,  fera 
connaître  le  nombre  des  arrangements  de  m lettres  m à m. 
Ces  arrangements,  dans  lesquels  figurent  toutes  les  lettres,  se 
nomment  des  permutations.  En  désignant  leur  nombre  par  U„, 
on  a 

P„=1.2....m, 

puisque  pour  m— n,  m — n + 1 devient  égal  à l’unité. 
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Nombre  des  produits  différents. 

206.  Les  produits  différents  de  m objets,  n à n,  sont  les 
groupes  distincts  que  l’on  peut  former,  avec  ces  m objets,  en 
regardant  comme  identiques  ceux  qui  ne  diffèrent  que  par 
l’ordre  des  objets. 

•„  Représentons  par  C„  le  nombre  de  ces  produits.  Imaginons 
qu’on  les  considère  tous  ensemble,  et  que  l’on  forme  les  per- 
mutations des  n objets  contenus  dans  chacun  d’eux;  les  grou- 
pes ainsi  formés,  seront  des  arrangements  des  m objets  don- 
nés n lt  n.  Or,  je  dis  qu’ils  y seront  tous,  et  chacun  une  seule 
fois. 

1°  Ils  y seront  tous,  car  les  objets  qui  forment  un  arrange- 
ment, étant  considérés  indépendamment  de  leur  ordre,  com- 
posent l'un  des  produits  différents  ; et  lorsque  l’on  permutera 
de  toutes  tes  manières  les  objets  qui  composent  ce  produit,  l’un 
des  groupes  ainsi  formés  sera  l’arrangement  considéré. 

2°  Chaque  arrangement  sera  formé  une  seule  fois,  car  les 
arrangements  qui  proviennent  d’un  même  produit,  diffèrent 
par  l’ordre  des  objets,  et  ceux  qui  proviennent  de  deux  pro- 
duits différents,  ne  sont  pas  composés  des  mêmes  objets. 

On  peut  donc  obtenir  toute  la  série  des  arrangements,  en 
permutant  les  produits  différents,  de  toutes  les  manières  possi- 
bles. Or,  chaque  produit  fournit  ainsi  1.2,..n  arrangements 
distincts;  le  nombre  total  des  arrangements  A,  est  donc  égal 
au  nombre  des  produits  C„,  multiplié  par  1 .2  ...n,  et  l’on  a, 
par  conséquent , 

A„  = C*.  1 . 2 ...  », 

A„  (m — 7t-f- 1 ; (m — ra-f-2j...w 

[t]  L'— i.2  ...n~  1 .2 ...  n 

Remarque  I.  La  formule  précédente  peut  se  mettre  sous 
une  forme  que  l’on  trouve  quelquefois  plus  commode.  Si  l’on 
multiplie  en  effet  par  1 . 2 ...  m — n,  les  .leux  termes  de  la  frac- 
tion qui  représente  C„ , elle  devient 

roi  r — 1 .2...(w  — n)  (m—  n+l)(OT  — n-f-2  ...m. 

W " ' 1.2. 2. ..»»—»  ’ 
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en  sorte  que,  au  numérateur  se  trouve  le  produit  des  nombres 
entiers  depuis  1 jusqu’il  m,  et  au  dénominateur  le  produit  des 
nombres  entiers  de  1 jusqu’à  m — »,  et  le  produit  des  nom- 
bres entiers  de  t à ». 

207.  Remarque  II.  La  formule  [2]  reste  évidemment  la  même 
si  l’on  change»  en  m — «;  cette  substitution  aura  seulement 
pour  effet  de  changer,  l’un  dans  l’autre,  les  facteurs  1 .2 ...«, 
et  1 . 2 ...(»?. — n)  du  dénominateur. 

Le  nombre  des  produits  différents  de  m objets,  « à »,  est, 
par  conséquent,  le  même  que  celui  de  m objets,  m — n à m — ». 

L’égalité  de  ces  deux  nombres  est  d’ailleurs  évidente  à priori. 
Si,  en  effet,  dans  m objets,  on  prend  un  groupe  de  »,  il  res- 
tera un  groupe  de  m — » : les  groupes  ou  produits  » à » et 
m — » à m — n se  correspondent  donc  deux  à deux,  et  sont, 
par  conséquent,  en  même  nombre. 

Puissance  d’un  binôme. 

208.  Nous  avons  vu  (28)  que  le  produit  d’un  nombre  quel- 
conque de  polynômes  est  la  somme  de  tous  les  produits  que 
l’on  peut  former  en  prenant  pour  facteur  un  terme  de  chacun 
d’eux. 

Appliquons  cette  règle  à la  formation  du  produit  de  n bi- 
nômes ayant  même  premier  terme 

{x  -j-  a)  {_x  + b)  (x + c) . (x  -f  l) , 

si  nous  ordonnons  ce  produit  suivant  les  puissances  décrois- 
santes de  x,  il  est  évident  que  le  premier  terme  sera  xm,  pro- 
duit formé  en  prenant  comme  facteurs  les  m premiers  termes 
des  binômes. 

Le  terme  en  xm~i  se  composera  des  produits  dans  lesquels  on 
prendra,  comme  facteurs,  les  premiers  termes  de  m — l bi- 
nômes, avec  le  dernier  du  binôme  restant,  et  le  coefficient  de 
a;m_l  sera,  par  conséquent,  la  somme  des  seconds  termes  de  nos 
binômes. 

Le  terme  en  a:*"-1  se  composera  des  produits  dans  lesquels  on 
prendra,  comme  facteurs,  les  premiers  termes  dem— 2 binômes, 
et  les  derniers  des  deux  binômes  restants.  Le  coefficient  de  a:”-' 
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sera,  par  conséquent,  la  somme  des  produits  deux  à deux  des 
seconds  termes. 

On  verra,  de  même,  que  le  coefficient  de  a;1"-*,  est  la  somme 
des  produits  trois  à trois  des  seconds  termes,  et  qu’en  général, 
le  coefficient  de  xm^n,  est  la  somme  de  leurs  produits  n à ». 

On  écrit  souvent  ce  résultat  de  la  manière  suivante  : 

(x  -f-  a)  (x -f  b)  (x  -f c) . . . (x  -f  k)  (a:  -f 1) 

— x™-)-  la  xm~y  lab  -|-  a;”1-3  labc... 

-f  xm~n labc ...abc ...  kl, 

en  représentant  par  2a,  lab,  labc...  la  somme  des,  se- 
conds termes,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à deux,  trois 
à trois,  etc. 

209.  Pour  déduire  de  ce  qui  précède,  l’expression  de  (a: -fa)*, 
il  suffit  de  supposer  a=b—c...—l,  le  développement  se  sim- 
plifie alors  notablement. 

Le  premier  terme  reste  égal  à xm. 

Le  coefficient  de  •r”*-1,  égal  à la  somme  des  seconds  termes, 
devient  égal  à ma. 

Le  coefficient  de  af*-*,  égal  à la  somme  des  produits  deux  à 
deux  des  seconds  termes,  devient  égal  à a1  multiplié  par  le 
nombre  de  ces  produits,  c'est-à-dire  à 

2 fl* 

Le  coefficient  de  xm~B,  égal  à la  somme  des  produits  trois  à 
trois  des  séconds  termes , devient  égal  à a*  multiplié  par  le 
nombre  de  ces  produits,  c’est-à-dire  à 

m(m—l)(m — 2)  , 

1.2.3  ' °" 

En  général,  le  coefficient  de  xm'~p,  qui  est  la  somme  des  pro- 
duits p à p des  seconds  termes,  deviendra  égal  à aT  multiplié 
par  le  nombre  de  ces  produits,  c’est-à-dire  à 

«n(m— l)...(w— p-f  1)^.» 
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on  a donc,  enfin, 

{x -f  a)m=xm-\- mxm~'a-\-m 

X • It 

H T~2~..p  Vje— »+...  + a”. 

210.  Remarque  I.  Dans  le  développement  précédent,  les  coeffi- 
cients des  termes  à égale  distance  des  extrêmes  sont  égaux.  En 
effet,  le  coefficient  de  xm_pap  est  le  nombre  des  produits  diffé- 
rents de  m lettres  p à p et  celui  de  am~pxr  le  nombre  des  pro- 
duits différents  de  m lettres  m — p à m — p;  or  ces  nombres 
sont  égaux  (207). 

211.  RemarqubII.  Quand  on  forme  successivement  les  diffé- 
rents termes  du  développement  de  x-\-a,  le  calcul  de  chaque 
terme  peut  être  simplifié  par  la  connaissance  du  terme  précé- 
dent ; eh  examinant  avec  attention  les  termes  successifs , on 
aperçoit,  en  effet,  cette  règle  générale: 

Pour  passer  d'un  terme  au  suivant,  il  faut  multiplier  son  coeffi- 
cient par  l'exposant  de  x dans  ce  terme , et  le  diviser  par  le 
nombre  qui  marque  son  rang,  ajouter  une  unité  à l'exposant  de  a 
et  en  retrancher  une  à celui  de  x. 

212.  Remarque  III.  On  n’a  fait  aucune  hypothèse  sur  le  signe 
des  nombres  x et  a ; a peut  donc  avoir  une  valeur  négative 
— b,  et  l’on  a , par  conséquent , 

{x—b)m=x"+rn (-6)*— '-f-  (—bfxT-'.. .+(—*)" ; 

ou,  en  remarquant  que  les  puissances  paires  de  — b sont  égales 
à celles  de  b,  et  que  les  puissances  impaires  sont  égales  et  de 
signes  contraires 

[x  — b)m =xm — mbx -j-  Vt  > - è V-’ 

X • JL 

I • JL  • O 

213.  Remarque  IV.  Il  existe  entre  les  coefficients  des  diverses 
puissances  des  binômes  des  relations  nombreuses  ; nous  ferons 
connaître  la  plus  simple,  dont  on  fait,  en  analyse,  un  fréquent 
usage. 
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Soit  (x+a)"=a:m4-Ai«a;”'''14-Aîa,Æ;m-'-}_> ••  • .+a" 

le  développement  de  la  puissance  mm•  d’un  binôme,  dans  lequel 
on  a fait,  pour  abréger, 

» _ m.(m— l)...(m—  n-f-l) 

An~  1.2...»  » 

multiplions  les  deux  membres  de  l’égalité  par  x-\ -a,  nous  au- 
rons, en  effectuant  la  multiplication  du  second  membre  d’après 
la  règle  ordinaire, 

(x-|-a)m+1=a;m+,-(-(Ai-|-l)aa;"-)-(Àî4'A1}«,«m~l4' 

+ • • .(An+A  „_1)aBxm-"+,+. . .+a’”+1, 

et  l’on  voit  que  les  coefficients  de  (x-\ -a)"***,  peuvent  s’obtenir 
en  ajoutant  deux  coefficients  consécutifs  de  (x-f-o)ro.  On  pour- 
rait d’ailleurs  vérifier  directement  que  l’on  a 

m.(m— 1) ...(»»— »+l)  . m.(m — l)...(w — n-f2) 

' 1 .2...»  *"  1.2...» — 1 

(wt-j-l)jM ...  ( m — »-f-2) 

1.2.3...»  * 


Développement  de  (a  + byj—  l)’*. 

214.  Pour  développer  (a-f-6\/— l)m,  il  faut  appliquer  la  for- 
mule du  binôme  qui,  résultant  de  la  multiplication,  est  dé- 
montrée, d’après  nos  conventions,  pour  les  expressions 
imaginaires.  Il  est  nécessaire  de  former  d’abord  les  diverses 
puissances  de  y/— T.  Or,  on  a , d’après  nos  conventions , 

(v'=î)‘=— 1 

(>/  ~~T)3 = — iX\/— î= — v/— ï 

G/=î)‘  = /=ï 
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et  les  puissances  seront,  périodiquement,  \J — 1,  — 1,  — \J — 1, 
-fl,  ....  d’après  cela,  on  a 

(a-f  ô/^)m.=  a'n-f?na'B_,6y/ — 1 — m ^ ^ * a'K~*V> — 


m.(m — 1 ).m — 2 

fTO 


a”-,é5v/ZIï  . 


les  termes  dans  lesquels  l’exposant  de  b est  pair,  sont  réels,  les 
mêmes  que  ceux  du  développement  de  (a-f  bf,  avec  cette  diffé- 
rence qu’on  doit  leur  donner  alternativement  le  signe  -f  et 
signe  — . Les  termes  dans  lesquels  b a un  exposant  impair,  ont 
tous  \J — l en  facteur,  et  sont,  à cela  près,  les  mêmes  que  ceux 
du  développement  de  (a-f  ô)m,  auxquels  on  aurait  donné,  alter- 
nativement, le  signe  -f  et  le  signe  — . 

On  réunit  ordinairement  les  termes  imaginaires  et  l’on  écrit 


(«+6^=î)"=«--2^=1 


213.  Remarque,  (a-f  b\J— l)m  peut  être  réel  sans  que  b soit 
nul.  On  a,  par  exemple, 


O+v/âV— 1)’=— 8. 


Puissances  d’un  trinomé. 

216.  Un  trinôme  a-f  è-f  c,  peut  être  considéré  comme  un 
binôme,  si  l’on  regarde  les  deux  premiers  termes  (o-f  b)  comme 
réunis  en  un  seul.  On  aura  alors 

[1]  \{a+b)+c]m—{a+b)m+m{a+b)n~lc+  --1  ■ (a+i)m-’c,-f-... 

H — i . 2 ...p~  " ' ' (a  + b)  c + - 

Si  l’on  développe  les  diverses  puissances  de  a-f  b qui  figu- 
rent dans  le  second  membre,  on  obtiendra  une  somme  de 
termes  de  la  forme  aa  W c\  dans  lesquels  la  somme  des  expo- 
sants a,  p,  y sera  constamment  égale  à m.  Si  l’on  considère, 
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par  exemple,  ceux  qui  proviennent  du  terme 

— 1.2...^  (a+  b)  c ' 

ils  contiennent  le  produit  de  cp  par  des  puissances  de  a et  b dont 
les  exposants  ont  une  somme  égale  à m — p,  de  sorte  que  les 
trois  exposants  réunis  forment  une  somme  égale  à m. 

Réciproquement,  «,  S,  y étant  trois  nombres  quelconques 
dont  la  somme  soit  égale  l\  m,  il  y aura  dans  le  développement 
un  terme  en  a-ôM  : car,  dans  [1],  se  trouvé  le  terme 

1 . 2.  ..y 

et  le  développement  de  (a-f  b)m~i  contient  un  terme  dans  lequel 
a figure  avec  l’exposant  a,  et  b,  par  conséquent,  avec  l’exposant 
m — y — a ou  p. 


217.  Cherchons  le  coefficient  de  ce  terme  en  a • b f c*  : il  pro- 
vient, comme  nous  l’avons  dit,  de 

1 .2. ..y 

ce  qui  peut  s’écrire  (206) 


1.2  ...m 

1.2.. .y .1 .2 ..  (m — y) 


(a  -f  ô)*— ïcf  ; 


or,  dans  le  développement  de  (a+ô)"“T,  le  coefficient  de 
est  égal  à 

1 ,2...(wi — y) 

1 .2... a.  1 . 2 ...(OT — y — a)' 

Le  terme  demandé  est  donc 


1 . 2... y.  1.2... (W — y)  1.2. ..a.  1,2...  (m — y — a)  ’ 

or,  en  supprimant  le  facteur  commun  1 .2. y),  et  rem- 
plaçant tn — y — a par  p, 


1 . 2 ...tn 

1 .2  ...a . 1 . 2...p.  1 .2  ...y 


. a*b*ci, 


et  le  développement  se  compose  de  tous  les  termes  analogues, 
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qui  correspondent  à toutes  les  valeurs  île  «,  (3,  y,  dont  la 
somme  soit  égale  à m. 


218.  Remarque.  On  trouvera  sans  peine  par  un  procédé  tout 
à fait  analogue,  que  le  développement  de  {a-\-b-\-c-\-d)m  a pour 
terme  général 


1 .2  ...m 

1.2... a. 1.2. ..fi. 1.2...  y. 1.2...  8 


a*bh'!dt, 


et  se  compose  de  tous  les  termes  analogues  qui  correspondent 
à toutes  les  valeurs  de  a,  p,  y,  8,  dont  la  somme  soit  égale  à m. 

On  doit  observer  que  si  l’on  veut  faire  représenter  à ce  terme 
général  tous  les  termes  du  développement , sans  exception , il 
faut  convenir  que,  pour  a = 0,  on  prendra  1.2.3...a=l.  La 
même  remarque  s’applique  à la  formule  précédente. 

Définition  du  nombre  e. 


210.  L’expression  + ^ , lorsque  m augmente  indéfini- 
ment, tend  vers  une  limite  dont  la  considération  est  fort  utile 
en  analyse  et  que  l’on  désigne  habituellement  par  la  lettre  c. 
Nous  allons  donner  le  moyen  d’exprimer  cette  limite  par  une 
série  convergente. 

Supposons  d’abord  que  m soit  entier.  On  a alors 


(•+£)*-'+ 
m (m- 


i i m-m — 1 1 
m ‘ 1.2  m ’ 

-l)...(m — n-f-l)  1 

1.2...»  m * 


i+  — 


ce  que  l’on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

m m — 1 m m — 1 m — 2 m m — 1 m — 2 m — 3 

(■+à)=i+i 


m m 

ÎT2“ 


m m 


rn 


m m 


tn 


m 


1.2.3  T 1.2. 3. 4 

m m — 1 m — 2 m — n- fl 
m m * m m . 


+ 


mais  on  a évidemment 

m m— 1 tn — 2 m— (»—!)_  / J\  / 2\  / n— 1\ 

m'  m ' m m \ m)  \ m /’ 
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en  sorlc  que 


,_i  0_i\(r,_i\ 


1.2.3 


12  3 

si  m croit  indéfiniment,  — , —,  —, ...  tendent  vers  zéro,  et  l’on 
m m m 

a,  à la  limite, 


lira(1+à)  = 1 + 1' 


1 


1 


1.2  1 1.2.3 


+ • 


1.2...» 


220.  Remarque.  On  peut  objecter  au  raisonnement  précédent 
12  3 

que  les  fractions—,  —,  ne  tendant  vers  zéro  lorsque  m 
1 mmm  n 

augmente  qu’à  la  condition  d’avoir  toujours  un  numérateur 

fini,  on  pourra  toujours  trouver,  quelque  grand  que  soit»», 

dans  les  termes  avancés  du  développement , des  facteurs,  tels 

que  ^1 — qui  différeront  notablement  de  l’unité.  Il  faut, 

en  effet,  ajouter  quelques  explications  pour  que  la  démon- 
stration précédente  devienne  complètement  rigoureuse. 

1°  La  série 


[l] 


1+1+ÎT2- 


1.2.3 


+ ... 


1 

1.2,3...» 


+ •••• 


est  convergente  (i97),  car  le  rapport  du  terme  de  rang  » au  pré- 
cédent est  égal  à et  tend  vers  zéro  lorsque  » augmente. 

11  en  résulte  qu’à  partir  d’un  terme  suffisamment  éloigné,  la 
somme  des  termes  de  cette  série  devient  aussi  petite  que  l'on 
veut;  en  d’autres  termes,  on  peut  prendre  » assez  grand 
pour  que 

- -1 — + l + ... 

1.2  ...»  T1.2...n-(-l  t 

ait  une  limite  plus  petite  qu’un  nombre  assigné  quelconque. 
2°  La  suite 

2\ 


[2] 


1 + 1 + 


(-a . (-a(-=) 


1 .2 


1.2.3 


+ • 
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a les  termes  plus  petits  que  les  termes  de  même  rang  dans  la 
suite  [1]  ; on  peut  donc,  à fortiori,  assigner  une  valeur  de  n 
assez  grande  pour  que  la  somme  des  termes  de  cette  suite,  à 
partir  du  n”*,  soit  et  reste  plus  petite  que  tout  nombre  assigné, 
quelque  valeur  que  l’on  attribue  ultérieurement  à m. 

3°  Cela  posé,  il  est  clair  que  si,  dans  l’expression  [2],  après 
avoir  assigné  h n une  valeur  fixe,  mais  très-grande,  on  fait  aug- 
menter m indéfiniment  , les  n premiers  termes  auront  pour  limite 
les  n premiers  termes  de  la  suite  [t],  et  la  différence  des  deux 
séries  aura  pour  limite  zéro,  puisque  les  n premiers  termes 
s’approchant  d’être  les  mêmes , la  somme  des  suivants  est  aussi 
petite  que  l'on  veut  dans  l’une  et  l’autre  série. 

Il  est  donc  prouvé  que  si  l’on  attribue  à m des  valeurs  entières 
de  plus  en  plus  grandes,  on  a 


.=IIm(l+i)*=l+l+îl 


1 

a-1"  j,2.3‘ 


».+ 


t 

1.2...» 


+•  • < 


221.  Si,  dans  l’expression  ^1-f-  ^ , on  attribue  à m des  va- 
leurs fractionnaires  de  plus  en  plus  grandes,  la  limite  sera  tou- 
jours la  même  et  égale  à e.  Pour  le  prouver,  supposons  que, 
n désignant  un  nombre  entier  très-grand,  on  ait 


m — n- f-  a , 

« étant  moindre  que  l’unité,  l’expression 


(1  + è) 

sera  évidemment  comprise  entre 


et 


car,  pour  obtenir  la  première  de  ces  expressions,  il  faut,  dans 
, remplacer  le  terme  — et  l’exposant  m respective- 
ment par  les  nombres  plus  grands  i et  n-j-t  ; pour  obtenir 
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la  seconde,  il  a fallu  remplacer  les  mômes  quantités  par  les 
nombres  plus  petits  r4~r  et  n.  Or  on  a 


»-f  1 

Kr=K)‘K) 


n -f 1 

• n étant  entier  et  très-grand,  et  ^1-f  — 

diffèrent  très-peu  de  e,  1+  ^ 1-f  — j—  diffèrent  très-peu  de 

” Tl  ~j~  I 1 

l’unité,  et  les  deux  expressions  précédentes  ont  l’une  et  l’autre 
e pour  limite;  il  en  est  par  conséquent  de  même  de  ^i-f  iV, 
qui  est  compris  entre  elles. 

222.  Nous  donnerons  la  valeur  de  e,  exacte  à 20  décimales. 
Pour  l’obtenir,  il  faut  chercher,  d’abord,  une  limite  de  l’erreur 
commise  quand  on  s’arrête  à un  terme  donné  de  la  série 

1+1+ô+rr3+"'+îxo+’’’’ 

en  supprimant  les  termes  qui  suivent  — . L’erreur  com- 

1.2.0...» 

mise  est 

I j î j_  ' . 

1 .2.3...»  + 1 ~ 1 .2.3...(»+l)(»-f2V 

elle  est  moindre,  évidemment,  que  la  progression  qui,  ayant 

pour  premier  terme  — ■ , aurait  pour  raison  -4-^, 

1 . 1 ...  (»-f  1)  r »-f  2 ’ 

c’est-à-dire  moindre  que 

1 _ n-f  2 


1.2. 3.. .«-fl  1 .2.3...», (n-f  IJ*’ 

1_ «+2 

c’est-à-dire  que  l’erreur  commise  est  moindre  que  le  terme  qui 
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suit  celui  auquel  on  s’arrête,  multiplié  par 
cule  que 


n+2 

» + l* 


Or,  on  cal- 


y-yy — 20  ~ °>000°000000000000004 1 . . 

j-~ — g!  =0,00000000000000000002. 


Il  suffit  donc  de  prendre  20  termes  après  les  deux  premiers  ; 
leurs  valeurs  successives  sont  : 


0,50000  00000  00000  000000 
0,16666  66666  66666  666667 
0,04166  66666  66666  666667 
0,00833  33333  33333  333334 
0,00138  88888  88888  888889 
0,00019  84126  98412  698413 
0,00002  48015  87301  587301 
0,00000  27557  31922  398589 
0,00000  02755  73192  239859 
0,00000  00250  52108  385442 
0,00000  00020  87675  698787 
0,00000  00001  60590  438368 
0,00000  OOOÜO  11470  745598 
0,00000  00000  00764  716373 
0,00000  00000  00047  794773 
0,00000  OOÜOO  00002  811457 
0,00000  00000  00000  156192 
0,00000  08000  00000  008220 
0,00000  00000  00000  000411 
6,00000  00000  00000  000020 

0,71828  18284  59045  23536 
et,  par  suite,  e est  égal  à 

2,71828  18284  59045  23536. 


Sommation  des  piles  de  boulets. 

225.  La  méthode  la  plus  simple  repose  sur  la  solution  préa- 
lable du  problème  suivant: 
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Trouver  la  somme  des  puissances  in"”'  des  termes  d'une  pro- 
gression par  différence.  Soit  la  progression  : 

fl)  6)  C j dy  kj  ly 

et  r sa  raison , on  a 


ô=a-|-r,  cz=b-\-r , d—c-\-ry  ....  l—k-\-r. 

Élevons  ces  diverses  équations  à la  puissance  m- 1-1,  nous 
aurons 

6"M-'=(a-f  r)*+,=a*+1+(M+ l)a"r+  om-‘r*  -f . . . + r**1, 

* * 

/"+1=(A4-r}"+,=A^'+(m+l)rr+^il^  **"-v  r-+«, 

ajoutant  toutes  ces  équations , il  vient , en  désignant  généra- 
lement par  S,,  la  somme  et  par  p le  nombre 

des  termes  a,  b,  c,  ...  k, 

l-+'=ar»  + (m+  l)r  S.+  <JÏ±iï?r>  s_, 


Cette  équation  fera  connaître  S„  si  l’on  connaît  S«_,,  S«_, .... 
S,,  Si.  En  y faisant  donc  successivement  m— 1,  .=2,  =3,  etc., 
on  obtiendra  successivement  S,,  puis  S,,  puis  S,,  etc. 
Supposons,  par  exemple,  que  la  progression  proposée  soit 


1,  2,  3,  4,  ...,  n,  » + l; 

on  a ici 

Sn  = b'-f  2l*-j-3**-{-  ...-(-m11;  a = l,  Z=n  + 1,  r=l,  p—n, 


et  notre  formule  générale  devient 


(m-f-l)w...3.2 

1.2.  ..m 


St  -(-  n. 


16 
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Faisant  m — 1,  il  vient 

(n-|-lj*=  1 — }—  2Si  — j—  n , 


d’où 


t,  n <n  + 1 ) 
b‘—  2 ’ 


formule  déjà  connue. 

En  faisant  «i=2,  il  vient 

(n-j-  1)*  = 1 -j-  3Sj-{-  3Si  -(-  n , 

„ 2(n -fl)* — 2(»-{-l) — 3«(n-f-  1) 

d ou  S — s 


ou 


SJ  = l!  + 2>  + 3,+  ...  + «'  = 


w(?t -H  x*«+i) 
6 


Telle  est  la  formule  qui  va  nous  servir  pour  la  sommation 
des  piles  de  boulets. 

Elle  se  déduit,  comme  on  voit , d’une  formule  beaucoup  plus 
générale,  qui  pourrait  donner  également  la  somme  des  cubes, 
la  somme  des  quatrièmes  puissances  ...  des  nombres  naturels. 
Si  l’on  veut  seulement  arriver  le  plus  simplement  possible  à 
ce  résultat,  qui  est  le  seul  dont  on  ait,  actuellement,  à faire 
usage , on  peut  procéder  comme  il  suit  : 

224.  On  a évidemment 

23={1  + 1)’=154-3X1’+3X1  -4  ls. 

3‘=  (24-  l)’=23-f- 3X2’.  + 3X24-1, 

43=  (3  -f  1 3*4-  3 . 3*4-  3 . 3 4-  1 , 

(n  1 )•=  n*  -|-  3n'-f-  3n  -j- 1 , 

ajoutant  toutes  ces  équations,  il  vient,  après  que  l’on  a sup- 
primé les  termes  communs  aux  deux  membres  et  en  désignant 
par  Si  la  somme  des  carrés  des  nombres  naturels  et  par  S,  la 
somme  des  premières  puissances, 

(n  -j-  l)s==  f 4*  3Ss-j-  SSt-j-n, 

équation  identique  à celle  du  paragraphe  précédent  et  dont  on 
déduira  la  même  valeur  de  S». 


225.  Piles  triangulaires.  La  base  d’une  pile  triangulaire  est 
formée  par  des  boulets  rangés  en  triangle  équilatéral.  La  pre- 
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inière  rangée  contenant  1 boulet , la  seconde  2,  la  troisième  3, 
la  n“*  n.  Le  nombre  total  des  boulets  employés  est  ici 

i+2+3+...+.=îfcti>=:l±î. 

La  tranche  immédiatement  supérieure  est  formée  par  des  bou- 
lets rangés  également  en  triangle  équilatéral,  dont  le  côté  con- 
tient un  boulet  de  moins  ; le  nombre  des  boulets  de  celle  seconde 
tranche  s’obtiendra  èn  changeant  dans  la  formule  précédente  » 

en  (n— 1),  on  aura  ainsi  la  troisième  tranche 

contiendra  de  même  — — 2— ' — - boulets  ; et  ainsi  de  suite 

1*_L  J 

jusqu’il  la  première,  qui  en  contient  —2—. 

Le  nombre  total  est,  d’après  cela, 

« __»,+n  , (»-l)8+(»-l)  , (»-2)H-(»— 2)  , ,11+1 

“ 2 + 2 ' 2 +•••+  g » 

ce  que  l’on  peut  écrire  de  la  manière  suivante  : 

n*+(»-l),+(n-2)‘+...+l‘  , »+(« — 1 )+(«— 2)+. , . + 1 
n 2 2 “» 

ou,  en  vertu  des  formules  écrites  plus  haut» 

„T  n .(»+!) (2«+l)  , «•(«+!)  _«.(«+l)(2»+l+3j 

12  4 12 

_«.(m+1)(w+2) 

_ _ , 


telle  est  la  formule  qui  exprime  le  nombre  des  boulets  con- 
tenus dans  une  pile  triangulaire. 

226.  Pile  à base  carrée.  La  base  d’une  pareille  pile  est  formée 
par  des  boulets  rangés  en  carré,  dont  le  nombre  total  est 
n désignant  le  nombre  de  ceux  qui  sont  contenus  dans 
le  côté  de  ce  carré.  La  seconde  tranche  contiendra  («— 1)’  bou- 
lets, la  troisième  ( n — 2)*,  etc.,  et  enfin  la  dernière  n’en  con- 
tient qu’un.  Le  nombre  total  est  donc 


N = »,+(n—  !)’  + ...  + 1 = 


».(»  + l){2»  + l) 
6 . ' 
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227.  Pile  à base  rectangulaire.  La  base  (l’une  pareille  pile  est 
formée  par  des  boulcls  rangés  en  rectangle.  Si  l’un  des  côtés 
de  la  base  contient  m boulets  et  l’autre  côté  n,  le  nombre  total 
des  boulets  qui  la  composent  sera  mn.  La  tranche  suivante  est  un 
rectangle,  dont  les  côtés  comprennent  respectivement  ( m — 1) 
et  ( n — 1)  boulcls,  elle  en  contient  par  conséquent  un  nombre 
égal  à (m — 1)(m — 1);  la  troisième  tranche  en  contient  de 
même  (m — 2) (n — 2),  et  ainsi  de  suite  jusqu’à  la  dernière,  qui 
est  une  fde  de  m — n-f-1  boulets  (si  l’on  suppose  m >w).  Le 
nombre  total  que  nous  cherchons  est  donc 

N = mn- )-  (m— 1 ) (n — 1 ) -j-  (m — 2}  (n — 2)  -j- . . . -f-  (m — n- f- 1)1. 


Posons  ( m — n)=p  : on  aura  évidemment  m = n-\-p,  et 
N=ra.(n+p)+(n— 1 )(k— l+p)+(«— 2)(n— 2-f p)-f ...  +1  ( I +/>), 
c’est-à-dire 

N =[»*+(«— 1 )*+(»— 2)*+— +1] +*>[»+(»—  1J+...+1], 
ou,  d'après  les  formules  connues, 

v n.{n-\-\) (2»4- 1 ) , ^ «.(n+l)_n.(n-|-l)(2n+3/H-l) 

6 "t" P ' 2 6 

22».  Nous  ferons  connaître,  à l’occasion  des  formules  pré- 
cédentes, un  mode  de  raisonnement  très-fréquemment  em- 
ployé, et  qu’il  suffira  de  développer  sur  un  seul  exemple. 
Supposons  que  l’on  donne  sans  démonstralion  la  formule 


1 + 2* -j-  3*  + ...  »«  = üM»+D(2»  + l)t 

6 

Comment  devra-l-on  s’y  prendre  pour  en  vérifier  l’exactitude? 
On  commencera  par  faire  les  hypothèses  les  plus  simples  : 


Pour  n = 3,  on  a 

I 


6 

6 

n(»-f  l)(2n-f  1) 

_ 2. 3. 5 

6 

e 

n(n +1X2» +1) 

3.4.7  ' 

1 4=  1 3S . 


La  formule  est  donc  exacte  pour  les  valeurs  1,  2,  3 du  nom- 
bre n.  Cela  posé,  pour  prouver  qu’elle  est  générale,  il  suffit  de 
montrer  qu’en  la  supposant  vraie  pour  une  certaine  valeur  de 
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n,  elle  l’est,  par  cela  môme,  pour  la  valeur  immédiatement  su- 
périeure. Admettons  donc  que  l’on  ait 

[1]  1 -f  2»  -f  a»  4- ...  n»  = w-l”+1jpn  + l!; 
il  faut  prouver  que  l'on  aura,  par  suite, 

[2]  j.  + 2*  + . ..  n*  +(«  + 1)*  = ("+1)(M+2X2”+3). 

Les  premiers  membres  des  équations  [1]  et  [2]  ont  pour  dif- 
férence (»  + 1)*.  Si  donc  il  en  est  de  môme  des  seconds  mem- 
bres, la  première  égalité  entraîne  nécessairement  la  seconde. 
Or,  on  a 

(w-f  lX»-f  2)(2n+3)  _ n(n  -f-  t)(~2n  -f- 1 ) 

6 6 

=_(a-fl)[(»+2}(2n  + 3)  — »(2»+l)]_(»+lX6n+6i_(;I  ! |]t 
6 . 6 

Le  théorème  est  donc  vérifié. 

Une  marche  semblable  s’appliquerait  aux  diverses  formules 
qui  représentent  le  nombre  des  boulets  dans  les  différents  cas. 

RÉSUMÉ. 

203.  Définition  des  combinaisons,  ce  que  l’on  nomme  arrangements,  pro- 
duits différents.  — 204.  Nombre  des  arrangements  de  m objets  piis  n 
à n.  — 20».  Nombre  des  permutations.  — 200.  Nombre  des  pro- 
duits différents.  Forme  plus  simple  de  l'expression  du  nombre  des 
produits  différents.  — 207.  Le  nombre  des  produits  différents  de  m 
lettres  n à n est  le  même  que  celui  de  m lettres  m — n à m — n. — 
208.  Formation  du  produit  de  m binômes  qui  ont  mêmes  premiers 
termes. — 209.  Puissance  d'un  binôme.  — 210.  Les  coefficients  à égale 
distance  des  extrêmes  sont  égaux.  — 211.  Moyen  de  former  un  terme 
connaissant  le  précédent.  — 212.  Puissance  d’un  binôme  dont  le  se- 
cond terme  est  négatif.  — 215.  Relations  entre  les  coefficients  du  déve- 
loppement (,r-(-o)m.  — 214.  Développement  de  (a-f-Oy/ — 1)"-  — 
218.  Conditions  pour  que  le  résultat  soit  réel.  — 218.  Puissance  d’un 
trinôme.  — 217.  Terme  général  du  développement.  — 218.  Terme  gé- 
néral du  développement  de  (o4-ê+c-f-<f)m-  — 219-  Définition  du 
nombre  e,  série  qui  le  représente.  — 220.  Objection  que  l’on  peut  faire 
au  raisonnement  précédent,  moyen  do  s’en  affranchir.  — 221.  e est  la 
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limite  de  ^1-)-^  , lors  même  que  m grandit  sans  être  entier. — 

222.  Valeur  de  e à vingt  décimales.  — 223.  Somme  des  puissances 
semblables  des  termes  d’une  progression.  — 224.  Somme  des  carrés 
des  nombres  naturels.  — 228.  Piles  triangulaires.  — 226.  Piles  à 
base  carrée.  — 227.  Pile  à base  rectangle.  — 228.  Moyen  de  vérifier 
1 exactitude  de  la  formule  qui  donne  la  somme  des  carrés  des  nombres 
naturels. 


EXERCICES. 


I.  En  désignant  par  [m]  le  produit  m(m  — l)...(m—  n-f  1), 
vérifier  les  formules 


[(«+*)]  = M W L&]  + ... 


m.m  — 1 ...m — n-j- 1 

1 .2...W 


îal  [*]  + ■••  + $]• 


• L(fl+î+c)]=[«]+...+  1.2.;,g1il;;^.2.,.TM^rà+-.-> 

le  second  membre  comprenant  les  termes  analogues  à ceux  que 
nous  avons  écrits,  et  correspondant  à toutes  les  valeurs  de 

. o 

a,  p,  y,  pour  lesquelles  On  regarde  [a]  comme 

égal  à 1. 

II  Nombre  des  termes  du  développement  de  (o-}-6-)-c)m  et 
de  (a  + 64-c-fd)". 

III.  Vérifier  la  formide 


’+M'O^+r+^K)' 

n(n_4)(n_5)^+2y-,+... 


1.2.3 


IV.  Vérifier 

1.2...OT=(m+l)"— m.trF-j-  lf 

m{m — l)(wt — 2) 


1.2.3 


(m — 2)m-(- ... 


V.  Trouver  le  plus  grand  terme  du  développement  de  Or-f-a)m. 
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a;  et  a étant  donnés,  et  m augmentant  indéfiniment,  trouver 
la  limite  du  rapport  de  leurs  exposants  dans  le  terme  maximum. 

Trouver  le  plus  grand  terme  de  (a-f-ô+c)m  et  les  rapports 
limites  des  exposants  de  a,  b,  c dans  ce  plus  grand  terme,  lors- 
que m augmente  indéfiniment. 

VI.  Vérifier  que  (x-f  «)”-(-  (x — af"  est  plus  grand  que  2x'". 
En  déduire  le  maximum  de  x-j-  y lorsque  x"  -f-  ym  est  donné. 

VII.  Vérifier  la  formule 


(x-fs;m=  xm-f-  moi  (x-j-p)"-'4 


vi  [m — 1) 


1.2 


a(a  — 2jî)(x -j-23)" 


+ ...+ 


tn(m  — 11...  (m  — »4-  1) 


a (a  — np  ( X -)-  «P 


1.2...» 

-j-  ...  + irn  [a  — (»n  — 1)  p]“-*  [x-(-  (m — 1)  P]  a (a  — OTp)" 


Celte  formule,  dans  le  cas  de  p = 0,  ne  diffère  pas  de  celle  du 
binôme  : elle  a lieu  quel  que  soit  p. 


VIII.  Nombre  de  manières  de  décomposer  un  polygone  en 
triangles  par  les  diagonales  : démontrer  les  formules 


P 

P 


IH-1  Pt.  + Pn-lPs  -j-  P| 

4n  — 6 


1*4-1 ‘ 


P», 


...  + P3Pn_,4-PB 


PB  désignant  de  combien  de  manières  cette  décomposition  peut 
se  faire  pour  un  polygone  de  n côtés. 

IX.  Si  l’on  considère  une  permutation  de  n nombres  1.2.3...», 
que  l’on  dise  qu’il  y a dérangement  quand  ce  nombre  est  suivi, 
immédiatement  ou  non,  d’un  autre  plus  petit  que  lui,  prouver 
que  le  nombre  total  des  dérangements  contenus  dans  les  per- 
mutations de  ces  n nombres  est  égal  à (1.2...»} . 


X.  Trouver  la  somme  des  carrés  des  coefficients  du  binôme. 
Celte  somme  peut  être  représentée  par  les  deux  formules 


2».(2«— 1 )...(«4-l)  2.6. 10. 14. . .4» — 2 . 

1.2.3...»  ’ 1.2...»  ’ 

prouver  que  ces  formules  sont  équivalentes. 
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XI.  Prouver  que  si  dans  la  somme 

„ \—x  , (1 —x)[a—x)  , , ( l —x){a—x)[a'—x).. .{a"-'—x)  , 

ï*ïi 

1 a 11  v a~i-—a  * * 

on  fait  x=an,  cette  somme  devient  égale  à w. 

XU.  Limite  de  ^1—  , lorsque  m augmente  indéfiniment. 

Cette  limite  est  Former  la  série  qui  la  représente. 

XIII.  Trouver  la  limite  de  > lorsque  »t  croit  indéfi- 

niment. Cette  limite  est  e*.  Former  la  série  qui  la  représente. 

XIV.  e est  incommensurable. 

XV.  La  série 


rr+~  + “+ + ••• 

* i « î -5  3 Z m 


dans  laquelle  s est  un  nombre  entier,  ainsi  que  les  exposants 
«i,  «i,...  «m,  a une  limite  incommensurable  lorsque  les  diffé- 
rences a,  — *,,  a, — a, ...am+1  — am , vont  toujours  en  aug- 
mentant. 


XVI.  Si  l’on  nomme  S*  la  somme  des  m™'  puissances 
des  n premiers  nombres  naturels , prouver  que  S»,  est  com- 

(n  _i_  )]"+)  n">+i 

pris  entre  — , - et  — r- -,  m désignant  un  nombre  entier 

r m-\-\  m-f-l’  ° 


quelconque. 


Digiti^ed  by  Google 


CHAPITRE  XVII. 


COMPLÉMENT  DE  LA  THÉORIE  DES  LOGARITHMES. 


L’expressim  a’  peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles  lorsque  a est  un 
nombre  positif  plus  grand  ou  plus  petit  que  l’unité. 

229.  Nous  avons  donné  (194)  la  définition  de  l’expression  a*, 
et  nous  avons  vu  (195)  que  si,  le  nombre  a étant  donné,  l'expo- 
sant x reçoit  des  accroissements  suffisamment  petits,  l’expres- 
sion a*  peut  varier  aussi  peu  qu’on  le  voudra.  On  dit , d’après 
cela  que  cette  expression  est  une  fonction  continue  de  a;,  et 
l’on  entend  par  là  qu’elle  ne  peut  passer  brusquement  d’une 
valeur  à une  autre  sans  être  susceptible  d’acquérir  les  valeurs 
intermédiaires. 

250.  Il  résulte  de  la  continuité  de  l’expression  a*  que  a étant 
positif,  et  x variant  de  — » à -(-oo,  cette  expression  peut 
prendre  toutes  les  valeurs  positives.  Pour  le  démontrer  nous 
distinguerons  deux  cas. 

1°  a est  plus  grand  que  l'unité.  Les  puissances  entières  de  a 
forment  une  progression  croissante;  et,  par  suite  (144),  il 
existe  toujours  un  exposant  assez  grand  pour  que  a*  dépasse 
toute  grandeur  assignée  d’avance;  d’ailleurs , pour  x=0,  a*  de- 
vient l’unité,  et  par  suite  la  fonction  considérée,  pouvant  être 
égale  à l’unité  et  à un  nombre  aussi  grand  que  l’on  voudra , peut 
acquérir,  en  vertu  de  la  continuité,  toutes  les  valeurs  intermédiai- 
res; on  voit  donc  que  x variant  de  0 à -j-  « , «•*  varie  de  1 à -f- 1» 
et  prend  toutes  les  valeurs  plus  grandes  que  l’unité. 

Si  l’on  donne  à x des  valeurs  négatives  en  posant,  par 
exemple , x = — m,  on  aura 


et  m variant  de  0 à , le  dénominateur  du  second  membre 
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prend  toutes  les  valeurs  possibles  plus  grandes  que  l’unité,  et , 
par  suite,  la  fraction  prendra  toutes  les  valeurs  moindres  que  1. 
Il  est  clair  d’ailleurs  que  a*  ne  peut  pas  prendre  deux  fois  la 
même  valeur,  car  si  l’on  avait , par  exemple , 

nx—aT', 

on  en  conclurait 


or,  la  puissance  0 d’un  nombre  plus  grand  que  1 est  évidem- 
ment la  seule  qui  soit  égale  à l’unité , et  l’on  devrait  avoir 

x — x'. 

2°  a est  plus  petit  que  l’unité.  Posons  a = ^ , a'  sera  plus  grand 
que  l’unité  ; on  aura 


et , d'après  ce  qui  précède , x variant  de  0 à + »,  a'x  prendra 
toutes  les  valeurs  possibles  supérieures  à l’unité , donc  ax  pren- 
dra évidemment  toutes  celles  qui  sont  moindres;  x variant 
de  0 à — «,  a!1  prendra  toutes  les  valeurs  moindres  que 
l’unité,  et  par  suite  ax  prendra  évidemment  toutes  celles  -qui 
sont  plus  grandes  que  l’unité.  En  sorte  que,  dans  ce  cas  en- 
core , ax  peut  prendre  toutes  les  valeurs  positives. 

251.  La  définition  que  nous  avons  adoptée  (1-47)  permet  de 
démontrer  les  propriétés  essentielles  des  logarithmes  ; mais  pour 
leur  étude  plus  approfondie,  il  est  convenable  de  prendre  un 
autre  point  de  départ  et  nous  adopterons  une  définition  nou- 
velle. 


Définition  des  logarithmes. 
232.  Lorsqu’on  a la  relation 

ax=  b , 
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on  dit  que  x est  le  logarithme  du  nombre  b dans  la  base  a > 
et  on  l’écrit  ainsi  : 

x — log  b. 

L’ensemble  des  logarithmes  des  différents  nombres  corres- 
pondants à une  môme  base  a,  forme  ce  que  l'on  nomme  un 
système  de  logarithmes.  Les  logarithmes  d'un  même  système 
jouissent  de  propriétés  fort  importantes  que  nous  allons  d’abord 
démontrer.  Nous  supposons  toujours  la  base  positive. 


Propriétés  des  logarithmes. 

253.  Le  logarithme  du  produit  de  deux  nombres  est  égal  à la 
somme  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  x et  y les  logarithmes  des  nombres  b et 
c,  on  a (252) 

o*  = 6 , 
ay  = c\ 

et,  en  multipliant  ces  deux  équations  membre  à membre , 

a*+v — bc , 

donc  x-\- y est  le  logarithme  de  bc,  et  l’on  a 
log  bc  = log  6 -f-  log  c. 

254 . Le  logarithme  du  quotient  de  deux  nombres  est  égal  à la 
différence  des  logarithmes  de  ces  nombres. 

Soient,  en  effet,  x et  y les  logarithmes  de  deux  nombres 
5 et  c,  on  a (252) 

a‘=b , 
ay  = c, 

f 

et,  en  divisant  ces  deux  équations  membre  à membre, 


donc  x — y est  le  logarithme  de  et  l’on  a 
log  * = log  b — log  c. 
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235.  Le  logarithme  de  la  puissance  n"'  d'un  nombre  est  égal , 
quel  que  soit  n ( entier  ou  fractionnaire , positif  ou  négatif),  au 
produit  de  n par  le  logarithme  de  ce  nombre. 

Soit  x le  logarithme  de  b,  on  a 

ax=b; 

d’où , en  élevant  les  deux  membres  à la  puissance  n , 

an*  = bn  ; 

donc  nx  est  le  logarithme  de  bn,  et  l’on  a 
log  bn=  n log  b. 

236.  Dans  un  système  quelconque  de  logarithmes , l’unité  a 
pour  logarithme  zéro,  et  la  base  du  système  pour  logarithme 
l’unité. 

On  a,  en  effet,  quel  que  soit  a, 

a°=  1 , 
a'  = a. 

237.  Lorsque  la  base  d’un  système  est  plus  grande  que  F unité , 
les  nombres  plus  grands  que  l'unité  ont  des  logarithmes  positifs, 
et  les  nombres  moindres  que  l’unité  ont  des  logarithmes  négatifs. 
Le  contraire  a lieu  lorsque  la  base  est  moindre  que  l'unité. 

On  a vu,  en  effet  (195),  que  les  puissances  positives  d’un 
nombre  plus  grand  que  l’unité  sont  plus  grandes  que  l’unité,  et 
ses  puissances  négatives  sont  moindres  que  l’unité.  Le  Contraire 
a lieu  pour  les  puissances  des  nombres  moindres  que  l’unité. 
Si  donc  a est  plus  grand  que  l’unité , l’équation 

ax=b 

\ 

exige  que  x,  c’est-à-dire  log  b,  soit  positif  si  b est  plus  grand 
que  l’unité  et  négatif  dans  le  cas  contraire. 

Si,  au  contraire,  a est  moindre  que  l’unité,  l’équation 

ax—b 

exige  que  x,  c’est-à-dire  log  b,  soit  négatif  si  b est  plus  grand 
que  l’unité,  et  positif  dans  le  cas  contraire. 
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Remarque.  Les  nombres  négatifs  n’ont  pas  de  logarithmes; 
car  les  puissances,  positives  ou  négatives,  d’une  base  positive 
sont  toutes  positives. 


Identité  des  logarithmes  algébriques  et  arithmétiques. 

258. 11  est  essentiel  de  démontrer  que  les  logarithmes,  tels 
que  nous  les  avons  délinis,  ne  diffèrent  pas  de  ceux  que  l’on 
considère  en  arithmétique,  et  qui  naissent  de  la  considération 
de  deux  progressions. 

Si  l’on  considère,  en  effet,  des  nombres  en  progression  par 
quotient  commençant  par  l’unité  : 

fr  i : q : q'  : : (f  :...?*  ; 5n+\ 

et  que  l’on  nomme  x le  logarithme  de  q , les  logarithmes  des 
différents  termes  de  cette  progression  seront  (255) 

O,  x,  2x,  3#,  nx,  (n-f  1)#, 

et  formeront,  par  conséquent,  une  progression  arithmétique 
commençant  par  0. 

259.  Si  maintenant  on  insère  un  nombre  k de  moyens  entre 
les  termes  consécutifs  des  deux  progressions , on  dit,  en  arith- 
métique, que  les  termes  introduits  par  là  dans  la  progression  par 
différence,  sont  les  logarithmes  des  termes  correspondants  dans 
la  progression  par  quotient.  Or  nous  allons  voir  que  les  consé- 
quences de  celle  définition  sont  d’accord  avec  celle  que  nous 
avons  donnée  en  algèbre. 

Si,  en  effet,  nous  insérons  k moyens  entre  les  termes  qn,  qn+i 
de  la  propression  par  quotient  et  les  termes  nx,  (/»  -f- 1)#  de  la 
progression  par  différence,  les  raisons  des  progressions  formées 
par  ces  moyens  seront 

vf»  7+7’ 

et  le  pm*  moyen  sera  , dans  la  progression  par  quotient , 
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cl  dans  la  progression  par  différence 
mais  on  a q"  X (*  V qf = qn+^  > 

”*M*Tt)=K”  + T+t); 

et,  puisque  x est,  par  hypothèse,  le  logarithme  de  g,  le  se- 
cond de  ses  nombres  est  bien  (258)  le  logarithme  du  premier. 

240.  Nous  venons  de  voir  qu’un  système  de  logarithmes,  tel 
que  nous  l’avons  défini,  peut  toujours  résulter  de  la  considéra- 
tion de  deux  progressions  convenablement  choisies , et  rentre 
dans  les  systèmes  considérés  en  arithmétique.  On  peut  faire 
voir  aussi  que  le  système  de  logarithmes  défini  par  deux  pro- 
gressions quelconques,  satisfait  toujours  à la  définition  don- 
née (232). 

Soit,  en  effet,  le  système  défini  par  les  deux  progressions 

• i q q'  ...  g", 

0 S 23  ...  «3. 

Posons  q"  = p . no  = y , 

Y étant  le  logarithme  de  p ; on  tire  de  la  seconde  de  ces  équa- 
tions 


et,  en  remettant  cette  valeur  dans  la  première,' 

ÿ*=P, 

ou  (q*)  =p. 

t 

Y est  donc  la  puissance  à laquelle  il  faut  élever  la  base  fixe  q * 

pour  reproduire  le  nombre  p,  c’est-à-direlelogarithme  p pris,  d’a- 

1 

près  notre  nouvelle  définition,  dans  le  système  dont  la  base  estg*. 
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Comment  on  passe  d’un  système  à un  autre. 

241 . Le  nombre  a,  dont  les  puissances  servent  à former  tous 
les  autres  nombres,  se  nomme  la  base  du  système  de  logarith- 
mes que  l’on  considère.  Si  l’on  change  de  base,  tous  les  loga- 
rithmes changent,  mais  il  est  facile  de  voir  qu’ils  conservent 
des  valeurs  proportionnelles,  et  se  multiplient  tous  par  un  même 
facteur,  que  l’on  nomme  module  de  l’un  des  systèmes  par  rap- 
port à l’autre. 

Soient  a et  a'  deux  bases  quelconques , et  x , x'  les  logarith- 
mes d’un  même  nombre  b dans  les  deux  systèmes,  de  sorte 
que  l’on  ait 

[1]  a*=b, 

[2]  a'*'  = b. 

Prenons  les  logarithmes,  dans  la  base  a,  des  deux  membres  de 
la  première  équation,  on  aura 

[3]  xl„a  = lab , 

le  signe  /„■  désignant  le  logarithme  d’un  nombre  dans  la 
base  a'.  Or,  si  on  se  rappelle  que  x est  le  logarithme  de  b dans 
la  base  a , l’équation  [3]  prouve  que  les  deux  logarithmes  du 
nombre  b,  dans  les  bases  a'  et  a,  ont  pour  rapport  le  nombre 
constant  /ao. 

On  aurait  pu,  également,  prendre  les  logarithmes  des  deux 
membres  de  l’équation  [2] , en  opérant  cette  fois  dans  la  base  a ; 
on  aurait  eu  alors 

x'l.a’z=lab. 

Donc  le  rapport  des  deux  logarithmes  du  nombre  b , pris,  res- 
pectivement , dans  les  bases  a'  et  a , est  ^ . Nous  avions 

trouvé , plus  haut , que  ce  même  rapport  est  l„a.  Pour  que  ces 
deux  résultats  coïncident,  il  faut  que  l’on  ait 
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Or,  celle  égalité  est  évidente,  si  l’on  pose  en  effet 

lan!  — y , 
la,a  — z. 

On  a,  par  définition,  av=a', 

4 

a'*=a. 

Remettant  dans  la  seconde  équation  la  valeur  de  a'  fournie  par 
la  première,  il  vient 

(a<0*  = a**  = a. 

Donc  on  doit  avoir  yz=.  1. 


Logarithmes  vulgaires. 

242.  Les  logarithmes  dont  on  fait  habituellement  usage,  ceux 
qui  sont  formés  par  les  tables  de  Callct,  ont  été  calculés  en  pre- 
nant 10  pour  base  du  système.  Nous  avons  expliqué  complète- 
ment (167)  la  disposition  et  l’usage  de  ces  tables;  nous  n’y 
reviendrons  pas  ici.  Nous  nous  bornerons  à dire  quelques  mots 
des  logarithmes  négatifs,  dont  il  n’a  pas  été  question  au  cha- 
pitre XIII. 

Logarithmes  négatifs. 

2î5.  La  base  a du  système  considéré  étant  plus  grande  que 
l’unité,  si  le  nombre  considéré  est  moindre  que  1,  l’équalion 

a’  = b 

donnera  pour  x une  valeur  négative;  car  on  a vu  (250)  que 
c’est  en  faisant  varier  x de  0 5 — <*>  que  l’on  fait  prendre  à a* 
les  valeurs  comprises  entre  1 et  0.  Par  conséquent,  les  nombres 
moindres  que  l’unité  ont  des  logarithmes  négatifs.  Ces  loga- 
rithmes jouissent  de  toutes  les  propriétés  démontrées  plus 
haut,  car  il  n’a  été  fait  jusqu’ici  aucune  hypothèse  sur  le 
signe  des  nombres  considérés.  On  remarquera  seulement 
que  les  logarithmes  négatifs  ne  sont  pas  directement  fournis 
par  les  tables:  mais  leur  détermination  n’offrira  pas  pour  cela 
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plus  de  difficulté.  Supposons,  en  effet,  que  le  nombre  6,  plus 

7tl 

petit  que  l’unité , soit  donné  sous  forme  d’une  fraction  - , on 
aura 

l - = Im  — ln  — —{ln  — Im) , 
n 

et,  par  suite,  le  logarithme  négatif  s’obtiendra  au  moyen  d’une 
soustraction.  On  a vu  que,  pour  les  calculs,  il  est  commode  de 
préparer  le  logarithme  de  telle  sorte  que  sa  caractéristique  soit 
seule  négative  : on  ajoutera,  pour  cela,  à la  partie  entière  de 
Im,  un  nombre  tel  que  l’on  puisse  soustraire  ln  ; la  différence 
sera  la  partie  décimale  du  logarithme  cherché,  et  l’on  donnera, 
pour  caractéristique  négative,  le  nombre  entier  qui  a été  ajouté 
à log  m. 


Résolution  des  équations  exponentielles. 


244.  On  appelle  équation  exponentielle  une  équation  de  la 
forme 


az  = b, 


dans  laquelle  a et  b sont  deux  nombres  positifs  donnés.  Résou- 
dre l’équation,  c’est  trouver  la  valeur  de  x pour  laquelle  elle  est 
satisfaite.  Pour  trouver  cette  valeur  de  x , il  suffit  de  prendre 
les  logarithmes  des  deux  membres  de  l’équation.  On  aura  ainsi 


x log  a — log  b , 

, ..  log  b 

et  par  suite  x =I-S— . 

1 log  a 

La  base  du  système  dans  lequel  les  logarithmes  sont  calculés 
est  arbitraire.  Cela  n’a  d’ailleurs  aucune  influence  sur  le  résul- 
tat : car  on  a vu  (241)  qu’en  passant  d’un  système  à un  autre, 
on  doit  multiplier  tous  les  logarithmes  par  un  même  nombre, 
et,  par  suite,  le  rapport 


n’est  pas  changé. 


logé 

loga 


17 
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Remarques  sur  les  questions  d'inlérél. 


248.  On  a démontré  qu’une  somme  A , placée  à intérêts  com- 
posés, devient,  après  n années, 

A(1  +rf. 

Les  conventions  faites  (290)  sur  les  exposants  négatifs  et  frac- 
tionnaires permettent,  maintenant,  de  généraliser  cette  for- 
mule. 

Si  n est  fractionnaire  et  représenté  par  - , supposons  que 

l’on  étende  le  principe  des  intérêts  composés  aux  fractions 
d’année,  et  nommons  x ce  que  rapporte  1 franc  pendant 

i d’année. 

1 franc  rapportant  x après  - d’année,  devient,  au  bout  de  ce 

temps,  (1  -{-  x) , et  une  somme  quelconque  placée  pendant  le 
même  temps,  se  multipliera  par  l-J-r.  Si  donc  on  place  1 franc 

pendant  | d’année,  c’est-à-dire  pendant  une  année  entière,  il 

se  multipliera  q fois  par  (1+#)  ou  par  (1 -(-#)*;  et  comme 
d’ailleurs  il  doit  devenir  l -\-r,  on  a 


d’où  l’on  déduit 


(1-f  *p  = (l+r); 
l + a:=(l-f-r)«. 


J) 

Et  il  est  évident  que  1 franc  placé  pendant  - année  se  mul- 

r 

tipliera  par  (1  +#)*’,  c’est-à-dire  par  (1  -f-  r)%  et  que,  par  suite, 
une  somme  quelconque  A deviendra 

A(1  + r)«; 


ce  qui  est  conforme  au  résultat  énoncé. 

2°  Si  r est  négatif , nous  envisagerons  la  question  de  la  ma- 
nière suivante  : 

Une  somme  qui  vaut  aujourd’hui  A , est  placée  depuis  un 
temps  indéterminé  : combien  valait-elle  il  y a n années? 
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Si  l’on  désigne  par  X la  valeur  inconnue,  X placé  pendant 
n années  est  devenu  A ; par  suite,  d’après  ce  qui  précède, 

A = X(1 + »•)', 

d’où  l’on  déduit  X = A(1  + r)~“; 

ce  qui  est  encore  conforme  à la  formule  donnée  plus  haut. 

résumé.  - 

229.  La  fonction  a1  est  continue.  — 230.  Lorsque  x varie  de  — » à 
-f - œ , a étant  positif,  a1  prend  toutes  les  valeurs  positives,  et  ne  prend 
chacune  qu’une  seule  fois.  — 231 , 232.  Nouvelle  définition  des  loga- 
rithmes. — 233.  Logarithme  d’un  produit.  — 234.  Logarithme  d’un 
quotient.  — 23».  Logarithme  d’une  puissance.  — 236.  Logarithme  de 
1 , et  logarithme  de  la  base.  — 237.  Nombres  qui  ont  des  logarithmes 
positifs,  et  nombres  qui  ont  des  logarithmes  négatifs.  — 238.  Si  des 
nombres  sont  en  progression  par  quotient , leurs  logarithmes  sont  en 
progression  par  différence.  — 239.  Cas  où  l’on  insère  de  nouveaux 
termes  dans  les  progressions.  — 240.  Les  logarithmes  définis  au  cha- 
pitre xiv  sont  les  mêmes  que  ceux  qui  résultent  de  la  définition  nou- 
velle. — 241.  Comment  on  peut  passer  d’un  système  à un  autre.  — 
242.  Les  tables  de  logarithmes  vulgaires  ont  été  décrites  au  cha- 
pitre xrv,  on  n’y  reviendra  pas  dans  celui-ci.  — 243.  Logarithmes  né- 
gatifs. — 244.  Résolution  d’une  équation  exponentielle.  — 24i>.  Géné- 
ralisation des  formules  relatives  aux  questions  d’intérêt. 
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THEORIE  DES  DERIVEES. 


Développement  d’une  fonction  entière  de  (x  + h)  suivant  les  puissances  de  h. 

246.  Si,  dans  un  polynôme  entier,  par  rapport  à une  lettre  x, 
et  que  nous  représenterons  généralement  par 

A^m  + A,#’"-'  -f  Aj#”’-1 + . . . -f  A„_iX + A„, , 

on  remplace  x par  x-\-h,  le  résultat  de  cette  substitution  sera 

A/#  “H  Ai(*  -hA)"1-'  + ■••  + Ara_i(&  A)  Am. 

Celte  expression  devient,  en  développant  chaque  terme  par  la- 
formule  du  binôme  et  ordonnant  suivant  les  puissances  A, 


Art"  + mA,r— ' 

/i+tn(m— l)AoX*— 1 

A2  t , . 

•j — ^ + •••  + wvA#a: 

+A|X"  + (m  — 1)A  jt"-2 

-(-(m— 1)  (m — aJAia:"-3 

+ • 4* 

+ . 

+ Ai 

-j-Aar.il”}- A „_( 
4"  A m 

+2A*-, 

Les  termes  indépendants  de  A,  ceux  auxquels  se  réduit 
l’expression  pour  A = 0,  forment,  comme  cela  devait  être, 
le  polynôme  proposé  lui-même.  Le  coefficient  de  la  première 
puissance  de  A se  nomme  la  dérivée  du  polynôme  proposé. 
En  désignant  celui-ci  par  f{x),  la  dérivée  se  représente  assez 

A*  A* 

habituellement  par  f{x).  Les  coefficients  de  — -,  — — -,  , 

I . Z 

hm 

— — , qui  sont  des  polynômes  dont  le  degré  est  de  moins 
en  moins  élevé,  étant  désignés  par  f'(x),fm(x), fm{x) , le  dé- 
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veloppemenl  précédent  s’écrira 


fx + h)=/ix) + *n*) + o rw +■••+  /■"-’(*) + 


_jr_ 
~ 1 .2... 


m 


H.x). 


Le  polynôme 

f{x) = m Ao»"-'  + [m  — 1 ) Ai-r”-’  + (»ï  — 2)  A i-r*-5  -f  Am  _ , 


se  déduit  du  polynôme  f(x)  d’après  une  loi  fort  simple  que  l’on 
reconnaît  immédiatement.  Il  faut , pour  le  former,  diminuer 
d'une  unité  l’exposant  de  chacun  des  termes  de  f[x)  et  multi- 
plier le  coefficient  par  l’exposant  non  encore  diminué.  L’inspec- 
tion des  polynômes  /""(a:),  f*(x),  ....  montre  que  chacun  d’eux 
se  déduit  du  précédent  suivant  la  môme  loi , en  sorte  que  /"(jr) 
est  la  dérivée  de  f{z) , f“(x)  celle  de  /"(*)  et  ainsi  de  suite.  On 
dit  aussi,  pour  cette  raison,  que  f'{x)  est  la  seconde  dérivée 
de  f[x),  que  f{x)  en  est  la  troisième  dérivée  et  ainsi  de  suite. 

Chaque  dérivée  est  de  degré  moindre  que  la  précédente, 
en  sorte  que  la  mmt  dérivée  d'un  polynôme  de  degré  m est  con- 
stante et  qu’il  n’y  en  a pas  de  (»î4-l)m*. 


Nouvelle  définition  de  la  dérivée. 


247.  La  définition  que  nous  avons  donnée  de  la  dérivée  ne 
s’applique  qu’aux  polynômes  entiers  et  rationnels,  mais  nous 
allons  en  déduire  une  propriété  importante  que  nous  pren- 
drons ensuite  pour  définition  , ce  qui  permettra  d’étendre  la 
notion  de  dérivée  aux  expressions  d’une  autre  forme. 

On  a (246),  en  désignant  par  F(z)  un  polynôme  entier  par 
rapport  à x , 

FC* + A) = F(*) + h F’(.r)  + F’(x)  + •••+ F"(*)  > 


on  en  conclut 


F(x-{-h) — 


h 


h 


1.2.3 


F'»  + ... 


Si,  x restant  fixe,  on  fait  tendre  h vers  zéro,  le  second  membre 
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a évidemment  pour  limite  F'(x) , il  doit , par  suite , en  être  de 
même  du  premier,  et  l’on  a,  par  conséquent, 

KW  = lin.F1*+*jj-FW, 

résultat  que  l’on  peut  énoncer  ainsi  : 

La  dérivée  d’un  polynôme  F(x)  est  la  limite  du  rapport  de  P ac- 
croissement F(x-}-h) — F(x)  de  ce  polynôme  à P accroissement  h de 
lu  variable,  lorsque  cet  accroissement  diminue  de  plus  en  plus. 

La  propriété  précédente  sera  dorénavant  prise  par  nous 
comme  définition;  on  voit  qu’elle  permet  d’étendre  la  notion 
de  dérivées  à une  expression. renfermant  une  variable  x d’une 
manière  quelconque , c’est-à-dire  à une  fonction  quelconque 
de  x.  Car  on  désigne  sous  la  dénomination  générale  de  fonction 
toute  quantité  qui  acquiert  une  valeur  déterminée  pour  chaque 
valeur  attribuée  à la  variable. 

248.  La  dérivée  seconde  d’une  fonction  est  la  dérivée  de  la 
dérivée,  la  dérivée  troisième  est  la  dérivée  de  la  seconde  déri- 
vée, et  ainsi  de  suite. 

Nous  commencerons  par  faire  connaitre  la  dérivée  des  deux 
fonctions  algébriques  les  plus  simples,  a1  et  log  x. 


Dérivée  de  a'. 

249.  La  dérivée  de  a*  est,  par  définition , la  limite  du  rapport 
az+h — -a*. 

7 1 

or,  on  a , évidemment , 

- o«  = ar(ah  — 1 ) ; ÛT-'"'  3 

il  faut  donc,  pour  obtenir  la  dérivée,  chercher  la  limite  de 

ar(ah — 1) 

7,  ’ 

Posons 

[3]  ft* — t = a.  » 
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h étant  très-petit , a!'  diffère  peu  de  l’unité  et , par  suite,  « est 
une  quantité  qui  tend  vers  0.  On  déduit  de  [3] 

0*=l+«» 

h log  a = log  (1  +a), 


h 


log  ( 1 + g) 
loga 


L’expression  [2]  devient  d’après  cela 


’ log(l  + «) 
loga 


a*a  loga 
ïôgfT+T) 


a'  log  a 
£log(l  + «) 


le  numérateur  ne  contenant  pas  a,  il  suffit  de  chercher  la  limite 
du  dénominateur.  Or,  on  a » 

1 i 

-iog(i +«)=iog(i  + <*r, 

cc 

et  en  posant  <»=i, 


log(l  4-  ar  = log^l-f-i)  . 

a tendant  vers  0,  n augmente  indéfiniment , tend 

donc  (221)  vers  e,  et,  par  suite,  log  ^1  -f-^  a pour  limite  log  e, 

et  l’expression  — a ; tend  vers  ~ : tell*’  est  donc  la 

,Qg  (l  +-) 

dérivée  de  ar. 

On  peut  remarquer  que  la  hase  du  système  dans  lequel  sont 
pris  les  logarithmes  n’a  pas  été  définie  ; mais  le  choix  de  cette 

base  n’a  aucune  influence  sur  le  résultat,  car  le  rapport 

ne  dépend  pas  (241)  de  la  base  du  système  considéré. 
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s Dérivée  de  logr. 

2SO.  La  dérivée  de  log#  est , par  définition  , la  limite  de 
l’expression 

log  {x-]~h) — log# 
h ’ 

lorsque  h lend  vers  zéro. 

Or,  on  a 

log (a?  + h)  — log x — log  = log 

L’expression  [l]  équivaut  donc  à 

« \ • 

Posons  -=<*,  a tendra  vers  O avec  h ; il  viendra  h—ax,  et  l’ex- 
x 

pression  [2]  devient 

- = - . ilog  (1  -f-  a)  = - log(l  + «j*. 
ax  # a X° 

. i 

Or,,  on  a vu  (249)  que  , a tendant  vers  0 , log  ( l -f  a)a  a pour 
1 “ lo^  6 

limite  log  c.  La  limite  de  - log(l  est  donc  — s- , qui  repré- 

sente  par  conséquent  la  dérivée  de  log  x. 

Après  avoir  fait  connaître  les  dérivées  des  deux  fonctions 
très-simples , log#  et  ax,  nous  allons  établir  quelques  règles  gé- 
nérales qui  nous  permettront  d’obtenir  les  dérivées  d’expres- 
sions plus  composées. 


Dérivée  d’une  somme. 

2iîl.  Si  w,  v,  w,  sont  des  fonction  de  v , dont  les  dérivées 
v' , w'  sont  connues,  la  somme 

u -f-  v -f-  ir 

aura  pour  dérivée  la  somme 

2/'  _j_ 4. 
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Posons , en  effet , F = « + v -f-  tt\ 

» 

Si  nous  désignons  en  général , l'accroissement  d’une  quan- 
tité par  le  signe  A placé  devant  la  lettre  qui  la  représente,  en 
attribuant  à la  variable  x un  accroissement  \x,  les  fonctions 
u,  v , iv  prendront,  respectivement,  des  accroissements 
Am,  Am,  A iv,  et  l’accroissement  de  la  somme  u-\-v-\-iv,  sera 
évidemment 

A u -|—  Am  -|—  Aîc  , 

le  rapport  de  cet  accroissement  à l’accroissement  A#  de  la  va- 
riable , est  donc 

Am  . Ar  Aw 

A*  ' \x  ' \x* 

et , il  a , par  conséquent  pour  limite 

u'  + »'  4*  «>', 

comme  nous  voulions  le  démontrer. 


Dérivée  d’une  fonction  de  fonction. 

232.  On  nomme,  en  général,  fonction  explicite  d’une  va- 
riable le  résultat  d’opérations  bien  définies,  exécutées  sur  cette 
variable  ; ainsi , par  exemple , 

xm,  log  y ! +a;\  log  sin  x,  a** 

sont  des  fonctions  de  le  nombre  des  opérations  successive- 
ment indiquées  pouvant  d’ailleurs  être  aussi  grand  qu’on  le 
voudra  : 

Si  l’on  désigne  par  m une  fonction  quelconque  de  la  variable  x , 
et  que  l’on  exécute  des  opérations  sur  la  quantité  v,  considérée 
comme  donnée,  le  résultat  de  ces  opérations  sera,  d’après  ce 
qui  précède  une  fonction  de  u,  et  comme  w est  ellè-mèmc 
une  fonction  de  x,  ce  résultat  se  trouve  une  fonction  de  fonc- 
tion. Il  est  bien  entendu  qu’en  remplaçant  u par  son  expres- 
sion en  x,  on  peut  faire  immédiatement  d’une  fonction  de  fonc- 
tion une  fonction  ordinaire. 

Exemples.  = 
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peut  être  considéré  comme  une  fonction  de  fonction  (le  cube 
de  x ’)  ou  comme  une  fonction  simple. 

log  a*  = x log  a 

peut  être  considéré  comme  une  fonction  de  fonction  (le  loga- 
rithme de  la  fonction  a*)  ou  comme  la  fonction  simple  du  pre- 
mier degré,  x log  a. 

Lors  môme  que  des  réductions  analogues  aux  précédentes 
ne  s’effectuent  pas,  rien  ne  distingue  essentiellement  une 
fonction  de  fonction  de  celles  qui  dépendent  directement  de 
la  variable  principale. 

D’après  les  définitions  qui  précèdent , si  l’on  désigne  par  u 
une  fonction  f(x)  de  la  variable  x , et  par  w une  fonction 
de  la  variable  u , w sera  une  fonction  de  fonction  définie  par 
les  équations 

u = tfar), 
w = ty(u). 

Nous  allons  montrer  que  si  les  fonctions  ? et  <{/  sont  de  telle 
nature  qu’on  sache  prendre  leurs  dérivées  par  rapport  à la  va- 
riable dont  elles  dépendent  immédiatement , on  pourra  former 
la  dérivée  de  iv  par  rapport  h x. 

Supposons,  en  effet,  que  l’on  donne  à x un  accroissement 
\x,  et  qu’il  en  résulte 

pour  u un  accroissement  Aw , 
pour  w un  accroissement  Aw , 

....  . Aw  Aw  Am 

on  a , identiquement , — — = — — . — . 

iaCC 

Or,  A#  tendant  vers  zéro,  le  premier  membre  de  cette  éga- 
lité a,  par  définition , pour  limite  la  dérivée  de  w par  rapport 
à x,  et  les  deux  facteurs  du  second  membre  tendent , respec- 
tivement, vers  la  dérivée  de  w par  rapport  à u,  et  vers  la  dé- 
rivée de  Mpar  rapport  à x;  en  désignant  donc  ces  deux  dérivées 
par  y(u)  et  <f'(w),  on  voit  que  la  dérivée  de  w par  rapport  à x 
est  égale  au  produit 

V(«)  f'(x) 
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résultat  que  l’on  peut  énoncer  de  la  manière  suivante  : 

Lu  dérivée  d'une  fonction  de  fonction  est  le  produit  des  dérivées 
des  fonctions  simples  qui  la  composent,  prises,  chacune , par  rap- 
port à la  variable  dont  la  fonction  dépend  immédiatement. 

253.  Exemples.  Considérons  la  fonction 

(*7, 

c'est-à-dire,  supposons  que  dans  la  formule  qui  précède, 
on  ait 

u — x* 

w = ul. 

Pour  former  la  dérivée  de  cette  fonction  de  fonction , il  faut, 
comme  on  l’a  vu,  prendre  la  dérivée  de  par  rapport  à u,  qui 
est  3u’,  et  la  multiplier  par  la  dérivée  de  3?  par  rapport  à x, 
c’est-à-dire  par  2.r , et  cette  dérivée  est  donc 

3m*  X 2x  = 6.C5, 

ce  qui  est  précisément  le  résultat  que  l’on  aurait  obtenu  (240) 
en  remplaçant  la  fonction  de  fonction  par  sa  valeur  x*. 
Considérons  encore  la  fonction 

log 

c’est-à-dire,  supposons  u = x> 

w = log  u. 

La  dérivée  de  cette  fonction  de  fonction  est  le  produit  de  5x\ 

dérivée  de  x?,  par  e , dérivée  de  log  u , par  rapport  à u ; elle 

est  égale,  par  conséquent,  à 

bxé  log  e 5 log  e. 

iE5  x ’ 

c’est  précisément  ce  que  l’on  aurait  trouvé  en  remarquant 
que 

log  x?=b  log  x, 

car  la  dérivée  de  5 log  x est  évidemment  égale  à cinq  fois  la 
dérivée  de  log  x. 
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Les  deux  exemples  précédents  ont  été  choisis  de  manière  à 
fournir  un  résultat  qui  fût  connu  à l’avance,  mais  on  conçoit 
que  dans  un  grand  nombre  de  cas  la  règle  des  fonctions  de 
fonctions  conduira  à des  résultats  entièrement  nouveaux  et  qu’il 
serait  difficile  d'obtenir  autrement. 

Cherchons , par  exemple,  la  dérivée  de  e‘\  en  posant 

x~=  u 
w = eu. 

% 

On  voit  que  la  dérivée  demandée  est  le  produit  de  2x , dérivée 
de  u par  rapport  à x,  et  de  e“,  dérivée  de  eu  par  rapport  à w; 
elle  est,  par  conséquent , égale  à 

2xe*\ 

284.  On  peut  généraliser  la  règle  des  fonctions  de  fonctions 
et  l’étendre  à des  expressions  qui  dépendent  de  la  variable  x 
au  moyen  de  plusieurs  fonctions  intermédiaires. 

Posons , en  effet , u = o{x) 

y — |(m) 
w — f(v) 
s = F(tv), 

et  cherchons  la  dérivée  de  z par  rapport  à x ; soit,  Ax  un  accrois- 
sement attribué  à x,  Au,  Av,  Aw,  Az,  les  accroissements  qui 
en  résultent  pour  u,  v,  w,  z ; on  a , identiquement , 

Az Az  A iv  Av  Au 

Au  Aiv  ' Av  ' Au  ’ Ax  ’ 

et  l’on  voit  que  si  Ax  tend  vers  zéro,  le  premier  membre  a 
pour  limite  la  dérivée  de  z par  rapport  à x , et  les  facteurs  du 
second  tendent  vers  les  dérivées  des  fonctions  z , tv,  v , u , par 
rapport  aux  variables  donl  elles  dépendent  immédiatement. 
On  en  conclut  que  la  dérivée  de  iv  est  encore  le  produit  obtenu 
en  multipliant  les  dérivées  des  diverses  fonctions  z,  w,  v,  u, 
prises  chacune  par  rapport  ;i  la  variable  dont  la  fonction  dé- 
pend immédiatement. 
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Dérivée  d’un  produit. 

26o.  Soient  u ,v,w,  des  fonctions  données  en  nombre  quel- 
conque , et  z leur  produit , dont  on  demande  la  dérivée. 

Un  a z — u . v . w , 

en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres , il  vient 

log  z = log  u -|-  log  v -f-  log  w, 


et  si  l’on  prend  les  dérivées  des  deux  membres,  on  a,  en  ap- 
pliquant la  règle  des  fonctions  de  fonctions,  et  désignant  par 
z',  u',  v',  w,  les  dérivées  de  z , u , v , w, 


1 og  e , _ log  e log  e log  e 


w 


w", 


d’où  l'on  déduit 


z'=-u'  4-  - té  4-  — w' = vwu'  4-  uwv'  4-  uviv'. 
v ‘ v ' w 1 

Ainsi,  la  dérivée  d’un  produit  est  la  somme  des  produits  obte- 
nus en  multipliant  successivement  la  dérivée  de  chaque  facteur 
par  le  produit  de  tous  les  autres. 


Dérivée  d’un  quotient. 

2S6.  Soient  u et  v deux  fonctions  de  a;,  et  z leur  quotient, 
dont  on  demande  la  dérivée,  on  a 

u 

z — — • 

V 

En  prenant  les  logarithmes,  il  vient 

log  z = log  u — log  v ; 

et  si  l’on  prend  les  dérivées  des  .deux  membres,  cette  équation 
donne,  en  adoptant  les  mêmes  notations  que  précédemment, 

log  e.,__  loge  loge,- 

4*  — - » " V J 

Z U V 
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U , vu'  — uv' 

-,v’  — = 

ir  v* 


Telle  est  la  formule  au  moyen  de  laquelle  on  peut  trouver  la 
dérivée  d’un  quotient,  lorsque  l’on  connaît  celles  du  numéra- 
teur et  du  dénominateur. 


Dérivée  d’une  puissance. 

287.  Soient  u une  fonction  de  x,  et  m un  exposant,  entier  ou 
fractionnaire,  positif  ou  négatif;  désignons  par  z la  puissance 
um,  et  cherchons-en  la  dérivée  ; on  a 


z = um. 

En  prenant  les  logarithmes,  il  vient 

log  s —m  log  m ; 


et  si  l’on  prend  les  dérivées  des  deux  membres , on  aura , en 
adoptant  toujours  les  mêmes  notations, 


log  e , log  e , 
—h_  z—m  —£—u 

Z U 


d’où  l’on  déduit  z'  = m -«'  = 

v 

Remarqub  I.  Dans  le  cas  où  m est  entier,  cette  règle  pourrait 
se  déduire  du  théorème  des  fonctions  de  fonctions  : car  u 
étant  une  fonction  de  i,  a"  est  une  fonction  de  fonction;  et 
l’on  a vu  (246)  que  sa  dérivée  par  rapport  à u est  mum~'. 

Remarque  H.  Si , dans  la  formule  précédente , on  suppose 
u=x,  on  obtient  la  dérivée  de  xm , et  l’on  voit  qu’elle  est 
mxm~ 1 : cette  dérivée  s’exprime  par  conséquent  par  la  même 
formule  que  lorsque  m est  entier. 


Dérivée  de  u". 

288.  Considérons  enfin  l’expression  plus  composée,  dans  la- 
quelle l’exposant  est  lui -même  fonction  de  la  variable  x,  et 
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cherchons  la  dérivée  de  «%  u et  v désignant  deux  fonctions 
quelconques  de  x. 

Posons  z = 


on  obtient,  en  prenant  les  logarithmes, 


log  z — v log  u ; 

et  si  nous  prenons  les  dérivées  des  deux  membres , en  appli- 
quant la  règle  donnée  pour  la  dérivée  d’un  produit,  il  vient 


log  e , , . . v log 

— — — z1  = v'  log  u -\ — 


d’où  l’on  déduit 


Exemple.  Si  l’on  pose  v=x,  u = x,  la  fonction  z devient  af, 
et  la  dérivée  est 


Applications  des  règles  précédentes. 

Î1S9.  Les  règles  précédentes  permettent  de  former  la  dérivée 
d'une  fonction  algébrique  donnée,  quelque  compliquée  qu’elle 
soit;  nous  en  donnerons  quelques  exemples. 

1°  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction  y — \J\  -(-a:*. 

On  posera  1 +x*  — u, 

l . . -i 

v/T+^î=«’; 
et  on  trouve  (1ÏS2 , 287), 

y'  = hu-*.u'  = ^ — . 

xn 

2°  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction  y = - — : — 

(t  -f~  x) 

Nous  pouvons  considérer  celte  expression  comme  une  frac- 
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lion;  et,  en  appliquant  la  règle  (2o6),  on  trouve 

, nx"-1  (t  -f-  x)n  — wxn(  1 + x)"-1  _ 
y=  I (1  + x,,n  — (I  +x)n+l' 

On  pourrait  encore  considérer  la  fraction  proposée  comme 
cc 

la  wmc  puissance  de  ■ . — et  appliquer  la  règle  (287);  on  au- 

1 “T-  OC 

rait  alors 


, / X \n-'  / X V / X Y 

»="(ïT37  ‘(ïT*)  =n'\TT^) 


*X  -(-  1 — X 
(1  +■ 


= n-. 


’(l-f  x)n+" 

résultat  conforme  au  précédent. 

3°  Trouver  la  dérivée  de  la  fonction 


, y x — 1 — 1 

y = log  \ . 

b y/x*  — 1 + 1 


En  posant 
on  aura 
et  (283) 


six1- — l — 1 _ 
V-'x^I  + 1 " 
y = log  U 
.loge  IV 


U, 


U'. 


Pour  trouver  U',  il  faut  appliquer  la  règle  (286) , et  l’on 
trouve 


x 


r ('^Î  + 1)^T 


(y/xs  — 1 — 1) 


X 


y^x?  — 1 


(V^x* — 1 — 1 )* 


2x 


y^x* — \{\Jx* — 1 + 1)*  * 
et,  par  suite,  ÿ 


loge 


(y/x1 — 1 )(xs — 2) 


4°  Soit  enfin  y=<fl.x , le  logarithme  étant  pris  dans  la 
hase  de  Neper  ; on  trouvera 


yw(i-H.x). 
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Dérivée  de  sin  x. 


2G0.  La  dérivée  de  la  fonction  sin  x est,  par  définition , la 
limite  du  rapport 

sin  (x  -f-  h)  — sin  x 

h ' 

Or,  on  a,  d’après  les  formules  connues  de  la  trigonométrie, 
sin  (x  -|-  h)  — sin  x = 2 sin  | cos  (x  + 

Donc 

A / , A\  . /h\ 

. , , . îsm-cos  æ+-  sin  - . ,v 

sin  x 4-  h) — sin  a:  2 V 1 2/  \2/  / . h\ 

1 — — jr = r2 = ■■  77  - .cos  (a;+- ). 

h h /h\  \ '2/ 


Mais  on  sait  que  h devenant  très-petit,  le  rapport  du  sinus  à 

l'arc  correspondant  tend  vers  l’unité.  D’ailleurs,  cos  (x -f- ^ 

s’approche  indéfiniment  de  cos  x,  et,  par  suite,  l’expression 
précédente  a pour  limite  cosx. 

La  dérivée  de  sin  x est  donc  cos  x. 


Dérivée  de  cos  x. 


261 


. On  a cos  x = sin  ^ — x'j  ; 


et,  par  conséquent,  cos  x peut  être  considéré  comme  une  fonc- 
tion de  fonction.  En  appliquant  la  règle  (282) , on  trouve 

(cos  a:)' = cos  ^ — = — cos  — #)  = — sinx. 

La  dérivée  de  cos  x est  donc  — sin  a-. 


18  ’ 
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262.  On  a 


Dérivée  de  lang  x. 

sin  x . 


lang  a;  = ■ 


cos  a; 


el , en  appliquant  la  règle  (266) , on  trouvera 

„ cos’  x 4-  sin*  x 1 

(tang  x)  — r = — ^ — 

° cos*  x cos’  X 

La  dérivée  de  tang  x est  donc  — î= — . 

cos*  x 


Dérivée  de  séc  x. 

263.  On  a sec  x = — — . 

cos  x 

Donc  (sec  x)'  = (cos-1  x)'  = — (cos  x)-*.  ( 

La  dérivée  de  sec  x est  donc  — . 

cos’  x 

264.  Remarque.  Nous  admettons  dans  les  paragraphes  pré- 
cédents que  l’arc  x soit  mesuré  par  son  rapport  au  rayon  dn 
cercle  dont  il  fait  partie.  C’est  en  effet  dans  cette  hypothèse 
seulement  qu’il  est  vrai  de  dire , comme  nous  l'avons  fait  (260), 
que  le  rapport  du  sinus  à l’arc  tend  vers  l'unité  lorsque  l'arc 
diminue. 


— sin  x)  = 


sm  x 
cos*  x' 


Dérivées  des  fonctions  circulaires  iuverses. 

263.  Toutes  les  fois  que  deux  variables  sont  liées  de  telle 
manière  que  la  valeur  connue  de  l’une  détermine  la  valeur  de 
l’autre , elles  sont  dites  fonctions  l’une  de  l’autre.  Ainsi , par 
exemple,  le  sinus  d’un  arc  est  une  fonction  de  cet  arc,  mais, 
réciproquement,  l’arc  est  fonction  du  sinus,  car  à chaque  va- 
leur du  sinus  correspond  une  valeur  déterminée  de  l’arc.  Nous 
désignerons  cette  fonction  par  la  notation 

arc  sin  x, 

que  l'on  doit  lire  : arc  dont  le  sinus  est  x. 
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Posons  y=  arc  sin  x 

cl  cherchons  la  déri>éc  de  y par  rapport  à x. 

De  l’équation  y = arc  sin  a; 

on  déduit  ,r  = sin  y, 

en  prenant  la  dérivée  des  deux  membres,  cl  appliquant,  pour 
le  second , la  règle  des  fondions  de  fonctions , on  trouve 


1 = cos  y x y\ 


donc 


y' 


1 

cos  y’ 


mais  sin  y étant  égal  à #,  cos  y est  égal  à dt  ^1—  oc*, 
et  l’on  a,  par  conséquent. 


Il  peut  sembler  extraordinaire  que  la  dérivée  cherchée  ait 
un  signe  indéterminé.  Mais  on  remarquera  qu’à  un  môme  sinus 
correspondent  plusieurs  arcs,  dont  les  uns  ont  un  cosinus  po- 
sitif et  les  autres  un  cosinus  négatif;  ce  sont  ces  divers  arcs 
qui  ont  des  dérivées  différents,  chacun  d’eux,  bien  entendu, 
ne  peut  en  avoir  qu’une  seule. 


Dérivée  de  arc  cosz. 

266.  Si  l’on  pose  y = arc  cos  x, 
on  eu  déduit  x = cos  y, 

et  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres 
1 = — sin  yX  y’, 

d’où  l’on  déduit  y'= 4—  = ip  — r.1  . . 

sin  y — 

Le  second  membre  devant  être  pris  de  signe  contraire  à 
sin  y,  c’est-à-dire  au  sinus  de  l’arc  dont  on  cherche  la  dé- 
rivée. 
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On  peut  remarquer  que  les  deux  fonctions  arc  sin  x et  arc 
cos x ont,  d’après  ce  qui  précède,  des  dérivées  égales  ou  égales 
cl  de  signes  contraires,  on  s’explique  facilement  qu’il  doit  en 
être  ainsi , en  remarquant  que  si  y désigne  un  arc  dont  le  sinus 

soit  x,  ^ — y et  y — £ auront  x pour  cosinus.  On  a donc 

6 JL 

^ — arc  sin  x = arc  cos  x 
et  arc  sin'a: — ~ = arc  cos  x. 

Jt 

On  voit,  d’après  cela,  que  suivant  la  valeur  adoptée  pour  arc 
cos  x , sa  dérivée  sera  égale  à celle  de  arc  sin  x ou  égale  et  de 
signe  contraire. 

Dérivée  de  arc  langx. 


267.  Posons  y — arc  tang  x, 

on  en  déduit  x = tang  y , 

et  en  prenant  les  dérivées  des  deux  membres 


donc 


1 = _£_ 

cos1  y ’ 


y'=  cos’  y : 


1+  tang1  y l-f-a;*' 


La  dérivée  de  arc  tang  x est  donc  -,  -v~T- 

On  voit  que  la  fonction  arc  tang  x n’a  qu’une  seule  dérivée. 
11  existe  cependant  un  nombre  infini  d’arcs  qui  correspondent 
à une  tangente  donnée  ; mais  si  l’on  désigne  l’un  d’eux  par  y , 
tous  les  autres  sont  compris  dans  la  formule 

n*  + y ; 

ils  ont,  par  conséquent,  même  dérivée  que  y. 


Tableau  des  dérivées. 

268.  Comme  il  est  nécessaire  de  connaître  les  formules 
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fondamenlales  du  calcul  des  dérivées , je  les  ai  toutes  réunies 
dans  le  tableau  suivant  : 


1”  y = ax  + 6, 

y'=a. 

2°y  = fx±<fx, 

y '=fx±ç'x. 

3°  y = /*•?*, 

y*  = f'nf.x  + fx.f'z. 

g-l'-a. 

II 

e 

y îi*f 

5°  y = x", 

ÿ= 

6°  y = 

ÿ = e*. 

’•»= 

y’=a’l.a. 

8°  y = l.x, 

9°  y — Iogx , 

V1  = ~ loge. 

1Ô“  y = sinx. 

y'  = cos  x. 

II”  y = cosx, 

y'=  — sin  x. 

12”  y = tangx, 

_±, t 

^ cos3  x‘ 

13”y  = cotangx, 

sin3*’ 

14“  y = séc  x , 

. sin  x 

cos2  x’ 

1 5”  y = coséc  x , 

, COS  X 

^ sin3  x 

16”  y = arc  sin  x, 

»/—  1 

Vl  — X3 

, 1 
y = — . 

I7°y  = arc  cosxj 

vt-*3 
y'—  1 . 

a 1 + X1 

18“  y = arc  tangx. 

19“  y = arc  cotac, 

y'-  1 • 

ÿ \+X> 

20"  y = arc  séc  x, 

. 1 
U— . 

x\jx‘  — 1 

21“  y = arc  coséc  a:, 

y'— 

x^x3  — 1 

22“  y = log  sinx, 

y'=cotangx. 

23“  y = log  cos  x. 

y'=  — tangx. 

24“  y = log  tanga:, 

_ , 1 
ÿ sin  x.  cos  x' 

Conditions  pour  qu’une  fonction  soit  croissante  ou  décroissante. 

209.  Soit  f[x)  une  fonction  quelconque  de  la  variable  x. 
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dit  que  cette  fonction  est  croissante  lorsqu’un  petit  accroisse- 
ment , attribué  à la  variable  x , fait  prendre  à la  fonction  une 
valeur  plus  grande;  lorsque  l’on  a,  en  d’autres  termes,  pour  de 
très-petites  valeurs  de  A, 

flx  + h)>f[x); 

il  est  évident , d’après  cela , que  si  la  fonction  f(x)  est  crois- 
sante , la  fraction 

f{x  -f  A)  — ({x ) 

A 

est  toujours  positive  pour  de  petites  valeurs  de  A;  et,  par 
conséquent,  sa  limite  qui  est  la  dérivée  de  f{x)  est  positive. 
Ainsi  donc  : lorsqu'une  fonction  est  croissante  sa  dérivée  est  po- 
sitive. Réciproquement  : une  fonction  f[x)  est  dite  décroissante 
lorsqu’un  petit  accroissement,  attribué  à la  variable  x,  fait 
prendre  à la  fonction  une  valeur  plus  petite;  lorsque  l’on  a,  en 
d’autres  termes,  pour  de  très-petites  valeurs  de  A 

fx+  A )<f[x)\ 

il  est  clair,  d’après  cela,  que  si  la  fonction  f[x)  est  décroissante, 
la  fraction 

f[x-\-h)—f{x) 

A 

est  toujours  négative  pour  de  petites  valeurs  de  A;  et,  par 
conséquent , sa  limite  qui  est  la'  dérivée  de  f{x)  est  négative. 
Ainsi  donc  : lorsqu'une  fonction  est  décroissante  sa  dérivée  est 
négative. 

Les  deux  théorèmes  précédents  sont  d’un  grand  usage  dans 
l’étude  des  diverses  fonctions. 

Lorsque  la  variable  de  laquelle  dépend  une  fonction  change 
d’une  manière  continue , la  fonction  elle-même  varie  d’une 
manière  continue , et  les  théorèmes  qui  précèdent  nous  per- 
mettent de  trouver  les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  la 
fonction  est  croissante  ou  décroissante. 

Si  la  fonction  considérée  devient  maxima  pour  une  cer- 
taine valeur  a deæ,  elle  est  croissante  lorsque  x est  moin- 
dre que  o,  et  décroissante  dès  que  x dépasse  cette  limite.  La 
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dérivée  doit  donc  changer  de  signe,  en  passant  du  positif  au  né- 
gatif, lorsque  x croissant  d’une  manière  continue  vient  à at- 
teindre la  valeur  a. 

On  verra  de  même  que  si , pour  x = a,  la  fonction  considé- 
rée est  minima , la  dérivée  doit  changer  de  signe  en  passant  du 
négatif  au  positif  lorsque  x , croissant  d’une  manière  continue, 
atteindra  la  valeur  a. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  valeurs  de  x qui  rendent 
une  fonction  maxima  ou  minima  sont  celles  pour  lesquelles  la 
dérivée  de  cette  fonction  vient  à changer  de  signe  ; et  comme 
une  fonction  continue  ne  peut  changer  de  signe  qu’en  passant 
par  la  valeur  zéro , intermédiaire  entre  les  valeurs  positives  et 
négatives,  il  en  résulte  qu’une  fonction  dont  la  dérivée  est  con- 
tinue ne  devient  maxima  ou  minima  que  pour  les  valeurs  de 
la  variable  qui  annulent  la  dérivée. 

La  réciproque  n’est  pas  exacte  : pour  qu’il  y ait  maximum  ou 
minimum,  il  faut  que  la  dérivée  change  de  signe;  et  un  grand 
nombre  de  fonctions  peuvent  s’annuler  sans  changer  de  signe. 

Nous  appliquerons  les  considérations  qui  précèdent  à l’étude 
de  quelques  fonctions. 

1°  Étudier  la  fonction  xx  lorsque  x varie  de  0 à ». 

Commençons  par  chercher  la  valeur  de  cette  fonction 
pour  # = 0.  Si  l’on  attribue  immédiatement  cette  valeur  à la 
variable , la  fonction  prend  la  forme  indéterminée  0°  qui  n’a 
aucun  sens;  car,  d'une  part,  toutes  les  puissances  de  0 sont 
milles;  et,  d’autre  part,  toute  puissance  dont  l’exposant  est 
zéro  est  égale  à 1.  Pour  connaître  la  véritable  valeur  de  a;*, 
c’est-à-dire  la  valeur  vers  laquelle  converge  æ*  lorsque  x di- 
minue de  plus  en  plus,  posons 

y = xx; 

si  nous  prenons  les  logarithmes  des  deux  membres,  il  vient 
logy  — jcloga-. 

Or,  puisque  x doit  recevoir  une  valeur  très-petite , posons-le 
égal  à - , a étant  très-grand  ; on  aura 
î.i  î. 

y=zl°  gi=-ïlogs’ 
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Or,  il  est  évident  qu’un  nombre  très-grand  est  beaucoup  plus 
grand  que  son  logarithme  (si  par  exemple  les  logarithmes  sont 
pris  dans  la  base  10,  le  logarithme  d’un  nombre  de  1000  chif- 
fres a seulement  999  pour  partie  entière),  * logs  a donc  pour 

<c> 

limite  0;  et,  par  suite,  logy  diminue  indéfiniment,  d’où  l’on 
conclut  que  y tend  vers  l’unité. 

Pour  étudier  les  variations  de  x* , à partir  de  la  valeur  1 , 
prenons  la  dérivée  de  cette  fonction.  On  a (238),  pour  expres- 
sion de  celte  dérivée, 

x*(\  -\-l.x), 

le  logarithme  étant  pris  dans  la  base  de  Neper. 

Si  x est  très-petit,  cette  dérivée  est  négative,  xf  commence 
donc  par  décroître , et  diminuera  tant  que  l’on  aura 

1 -|-J.a;<0, 

c’est-à-dire  l.x<  — 1 


ou 


Pour  = la  dérivée  s’annule  et  la  fonction  devient  minima: 
c 

x croissant  à partir  de  la  valeur  p la  dérivée  est  toujours  posi- 
tive et  x*  croît  sans  limite. 

2°  Étudier  la  fonction 


le  logarithme  étant  pris  dans  la  base  de  Neper. 

Pour  x = 0 on  a,  évidemment,  y = — ao.  Si  l’on  prend  la 
dérivée,  on  trouve 


► 


Cette  dérivée  est  positive  tant  que  x est  plus  petit  que  e;  la 
fonction  augmente  donc  sans  cesse  lorsque  x passe  de  la  va- 
leur 0 à la  valeur  e.  La  fonction  passe  alors  de  la  valeur  — œ>  à 
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la  valeur-.  Cette  valeur  - est  son  maximum  . et  la  dérivée  de- 
e e 

venant  ensuite  négative,  la  fonction  diminue  indéfiniment,  et 
l’on  voit  sans  peine  qu’elle  tend  vers  zéro  lorsque  x augmente 
sans  limite. 

3“  On  donne  la  somme  x + ÿ.  Trouver  le  maximum  ou  le 
minimum  de  xm-f-  y". 

Remarquons  d’abord  que,  la  somme  x-\-y  étant  donnée,  y 
est  une  fonction  de  x , et  que,  par  conséquent,  xm-\-ym  est 
aussi  fonction  de  x;  on  peut,  par  conséquent,  lui  appliquer  le 
théorème  démontré  plus  haut  (2G9). 

Posons  x + y = , 

xm  yn  = u. 


Il  faut  chercher  la  dérivée  de  w et  l’égaler  à zéro  ; or,  on  a 
évidemment 

u'  = mx'”-1-}-  mym~'y'. 

D’ailleurs,  l’équation  x -f  y = 2a 

donne  l-j-y'=0; 

donc  y'  = — 1, 


La  condition 


u'=mxm~'  — my * 


w'  = O 


revient  donc  à x"-1  = ym~\ 

et  exige,  par  conséquent,  que  l’on  ait  x—y , et,  par  suite, 
x — a. 

Pour  savoir  s’il  y a maximum  ou  minimum,  il  faut  chercher 
(269)  si,  lorsque  x,  en  croissant,  passe  par  la  valeur  a,  la 
dérivée,  en  changeant  de  signe,  devient  négative  ou  positive. 
Or,  en  supposant  m plus  grand  que  1 , pour  x plus  petit  que  a , 


nixm~l — my"-' 

est  négatif,  et  pour  x plus  grand  que  a,  celte  différence  est 
positive  ; donc  il  y a minimum.  La  conclusion  serait  opposée 
si  m — 1 était  négatif. 
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4°  Chercher  es  valeurs  maxima  et  minima  de  l’expression 

x' — 5x  -f-6 

^ x*  -)-  x 1 ' 

Cherchons  d’abord  la  dérivée  y'  de  y;  on  a,  d’après  la  règle 
donnée (256) , 

, _(îx-b){x'-\-x+\)-(îx+\){x'— 5x-f6) 6x* — 10# — 11 

y ~ (a;,+a:  + l)*  — + ‘ 

Le  dénominateur  de  y'  étant  positif,  le  signe  de  cette  déri- 
vée sera  celui  de  &r’ — lOx — 11.  Or,  ce  Irinome  est  négatif 
quand  x est  compris  entre  les  racines  de  l’équation 

[1]  6x* — 10#  — 11  =0, 

et  il  est  positif  dans  le  cas  contraire. 

Les  deux  racines  de  l’équation  [1]  sont  : 

5 ±:  v9l  . 

x = j 

6 

x'=  2,42323  20024 

x"  — — 0,75656  53357 

les  valeurs  correspondantes  de  y sont 

19  + V9Ï 
J 3 

y = — 0,02626  13428 
y—  12,69292  80094 

on  voit  que  la  fonction  y (qui  ne  devient  pas  infinie,  et  est  par 
conséquent  continue)  est  croissante  lorsque  x varie  de  — oo 
à x'\  elle  décroît  ensuite,  lorsque  x varie  de  x!  à a/',  pour 
augmenter  indéfiniment  quand  x augmente  à partir  de  la 
valeur  xf.  On  voit  donc  que  la  fonction  atteint  son  maximum 
pour  x—x',  et  son  minimum  pour  x — x". 

On  voit,  d’ailleurs,  que,  pour  des  valeurs  très-grandes  de  x, 
la  fonction  diffère  peu  de  l’unité;  car,  en  remplaçant,  pour  de 
telles  valeurs,  le  numérateur  et  le  dénominateur  par  leurs 
premiers  termes,  qui  sont  égaux,  l'erreur  relative  commise 
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sur  l’un  et  sur  l’autre,  et,  par  suite,  sur  le  quotient,  est  évi- 
demment très-petite. 

En  résumé,  la  marche  de  la  fonclion  est  indiquée  par  le  ta- 
bleau suivant  : 


x = — 00 


y = i 


x'=  — 

0,7565... 

y = 12,6929... 

X = 

0 

y = 6 

X = 

2 

y — 0 

X = 

2,4232... 

y — — 0,0262. 

X = 

3 

y — o 

X—  00 

y = i. 

270.  Les  fonctions  considérées  précédemment  sont  continues, 
et  les  théorèmes  démontrés  (269)  s’y  appliquent  sans  difficulté; 
mais  il  n’en  est  pas  toujours  ainsi,  et  il  faut  alors  avoir  soin 
d’examiner  à part  les  valeurs  de  la  variable  pour  lesquelles  la 
fonction  change  brusquement  de  valeur.  La  considération  de 
la  dérivée  ne  suffit  plus  alors  pour  étudier  les  variations  de  la 
fonction. 

Soit,  par  exemple,  la  fonction 

x'  — 1x  -f-7 

V~  x'—  8x+Ï5* 


On  voit  immédiatement  que  cette  fonction  est  discontinue  pour 
les  valeurs  de  x=3  et  x=5,  qui  annulent  le  dénominateur;  et 
par  conséquent  on  ne  pourra  appliquer  les  théorèmes  de  la 
théorie  des  dérivées  que  pour  des  valeurs  de  x variant  entre 
des  limites  qui  ne  comprennent  pas  l’un  des  nombres  3 et  5. 

On  a,  en  prenant  la  dérivée  de  y, 


— 6x‘  + 16* + 26 
V~  (x*—  8a; + 15)*  ' 

Sf  l’on  résout  l’équation 

— 6x’+  16x  + 26=0, 

4 ± sjbb 

on  trouve  x = — + — , 
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et,  par  suite,  x'-= — 1,13873  28290 

x"  = 3,80539  94957 

les  valeurs  correspondantes  de  y sont 
y = — 7 zp  ^55 

ou  y = 0,41619  84871 

y = — 14,41619  84871 

et,  par  suite,  y1  est  négatif  tant  que  x est  compris  entre 
— oo  et  x’,  positif  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  x’  et 
x ",  et  il  redevient  négatif  pour  x plus  grand  que  x".  D’après 
cela,  on  devrait  conclure  (269)  que  y décroît  lorsque  x varie 
dans  le  premier  intervalle,  qu’il  augmente  jdans  le  second  et 
diminue  dans  le  troisième.  Mais,  pour  les  raisons  indiquées 
plus  haut,  ces  conditions  cessent  d’étre  exactes,  à cause  de  la 
discontinuité  de  y. 

y diminue,  en  effet , quand  x varie  de  — « à x'  : car,  dans  cet 
intervalle,  la  fonction  est  continue  et  la  dérivée  est  négative. 

Lorsque  x varie  de  x'  h 3,  y augmente;  il  devient  infini  pour 
ar  =3;  puis  il  passe  brusquement  à la  valeur  — oo,  et  augmente 
de  nouveau  jusqu’à  x = x",  valeur  pour  laquelle  y est  maxi- 
mum. A partir  de  la  valeur  x",  y diminue  jusqu’à  ce  que  l'on 
ait  x — 5,  valeur  pour  laquelle  y est  — oo;  puis  cette  fonction 
passe  brusquement  à la  valeur  -j-  oo , et  diminue  ensuite  sans 
cesse,  à mesure  que  x devient  de  plus  en  plus  grand. 

Si  on  remarque , comme  plus  haut , que , pour  des  valeurs 
très-grandes  de  x,  positives  ou  négatives,  y diffère  peu  de 
l’unité,  on  pourra  représenter  les  conclusions  qui  précèdent 
par  le  tableau  suivant,  et  l’on  se  fera  facilement  une  idée  de 
la  marche  de  la  fonction , qui , dans  chaque  intervalle , varie 
toujours  dans  le  même  sens. 


X —■ 

— oo  . 

y = i 

X — X’  — - 

-1,1387... 

y = 0,41619... 

minimum 

X — 

0 

y = 0,46666... 

X = 

3 

y = dzoo 

x=.aTj= 

3,80599... 

y = — 14,41619... 

maximum 

X — 

5 

8 

1+ 

II 

5» 

X — 

co 

y=l 
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Deux  fonctions  qui  ont  des  dérivées  égales  ne  peuvent  différer  que  par  une 

constante. 

27 1 . Si  deux  fondions  ont  des  dérivées  égales,  leur  différence 
a évidemment  pour  dérivée  0.  Il  suffit  donc,  pour  prouver  le 
théorème  énoncé,  de  faire  voir  qu’une  fonction  dont  la  dérivée 
est  nulle  est  nécessairement  constante. 

Soit  F(dO  une  fonction  dont  la  dérivée  soit  nulle.  Considé- 
rons les  fractions  suivantes 

F(#  + A) — F(æ) 

h 

Y(x  + 2 h)  — F(*  +A) 

h ~6*’ 

F(x  + 3A)  — F(x+2A) 

; h = £s’ 

F(«  -j-  nh)  — F[a;  -f-  (n  — 1)A] 

h -‘"’ 

Supposons  que  h tendant  vers  zéro , n augmente  de  telle 
manière  que  le  produit  nh  conserve  une  valeur  constante  h. 
Les  seconds  membres  <i,  »»,  ...  en  tendront  tous  vers  zéro,  car, 
par  hypothèse,  le  rapport  de  l’accroissement  de  la  fonction  à 
l’accroissement  infiniment  petit  de  la  variable  a toujours  zéro 
pour  limite  : en  chassant  les  dénominateurs  des  équations  [1], 
et  ajoutant  ensuite  ces  équations,  il  vient 

F(x  -j-  nh) — F(æ)  = Ffa?  + h) — F(a?)  = A(e,+e4  + ...*„), 
et,  en  nommant  ri  le  plus  grand  des  nombres  c ,,  £t,  ...£„, 

F(x  -f  k)  — F(x)  < nrji  < i)k. 

Or,  les  quantités  t,,  tt,  ...  «„  tendant  toutes  vers  zéro,  la  plus 
grande  d’entre  elles  *1  peut  devenir  aussi  petite  que  l’on  veut, 
et,  par  suite,  la  différence,  fixe,  F(x  + ÀJ— F(æ),  ne  peut  dif- 
férer de  zéro.  Deux  valeurs  quelconques  de  F(#)  sont  donc  éga- 
les entre  elles,  -et  la  fonction  est  constante. 
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Revenir  de  la  dérivée  à la  fonction  primitive  dans  les  cas  les  plus  simples. 


272.  La  recherche  d’une  fonction  dont  la  dérivée  est  don- 
née est  l’un  des  problèmes  les  plus  difficiles  que  présente  l’a- 
nalyse, et  l’on  est  loin  de  savoir  le  résoudre  en  général.  Le 
théorème  qui  précède  prouve  au  moins  qu’une  fois  une  pareille 
fonction  trouvée,  toutes  celles  qui  ont,  comme  elle,  la  dérivée 
proposée,  s’obtiendront  en  lui  ajoutant  une  constante,  de  va- 
leur arbitraire. 

Nous  nous  bornerons  ici  à traiter  le  problème  dans  les  cas 
les  plus  simples,  où  la  solution  s’aperçoit  en  quelque  sorte  iin- 
- médiatement  : 


1°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  Xxmi 
2°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  cos  mxi 
3°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  sin  mx'i 

4°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  az  ? 

5°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  tang  x ? 

.r,  , sin# 

On  a tang  x = = 

° cosa? 


Aa;m+1 
m-\-  r 
sin  mx 
m 

cos  mx 
m 

a * log  e 
Tôga 

cos'  X 
cos  x' 


El  l’on  voit  que  la  fonction  demandée  est  —log  cos  x. 

2 

6°  Quelle  est  la  fonction  dont  la  dérivée  est  ? 

JL  “■  JC 

On  a,  en  effectuant  la  division, 


2 — x* 
l — x 


La  fonction  demandée  est  par  conséquent 

J+f +*  — *•(  1— *)• 

Nous  nous  bornerons  à ces  exemples,  ne  pouvant  indiquer 
ici  aucune  des  méthodes  que  l’on  emploie  pour  résoudre  le 
problème  dans  des  cas  un  peu  moins  faciles. 
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RÉSUMÉ. 

248.  Développement  d’une  fonction  entièrede(x-f-A);  définition  dola  dérivée 
d’une  telle  fonction.  — 247.  Généralisation  de  la  définition  précédente. 
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de  fonction.  — 235.  Exemples.  — 284.  Extension  à un  cas  plus  géné- 
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fonctions  de  x.  — 289.  Applications  des  règles  précédentes.  — 260.  Dé- 

rivéo  de  sin  x.  — 261.  Dérivée  de  cos  x.  — 262.  Dérivée  de  tang  x. 
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— 267.  Dérivée  de  arc  tangx.—  268.  Tableau  des  formules  qui  don- 
nent la  dérivée  des' fonctions  les  plus  simples.  — 269.  Condition  pour 
qu’une  fonction  soit  croissante  ou  décroissante.  Application  à l’étude  de 
quelques  fonctions,  et  particulièrement  de  leurs  maximum  et  minimum. 

— 270.  Examen  d’une  fonction  discontinue.  — 27  t.  Deux  fonctions  qui 
ont  même  dérivée  ne  diffèrent  que  par  une  constante.  — 272.  Retour 
de  la  dérivée  à la  fonction  primitive. 

EXERCICES. 

I.  Trouver  la  dérivée  de 

log  arc  sin  x,  log  arc  cos  x,  log  arc  tang  x. 

II.  Trouver  la  dérivée  de  arc  sin  2 x^J  1 — x1,  et  dire  pour 
quelle  raison  cette  dérivée  est  double  de  celle  de  arc  sin  x. 

III.  Trouver  la  dérivée  de  arc  tang  , et  dire  pour 
quelle  raison  cette  dérivée  est  la  môme  que  celle  de  arc  tangx. 

IV.  Trouver  la  dérivée  de  arc  tang  f x — j)jre 

1 — ab — ax  — bx 

pourquoi  elle  est  la  même  que  la  précédente. 

V.  Trouver  les  bases  dans  lesquelles  un  nombre  peut  être 
égal  à son  logarithme , en  employant  l’un  des  procédés  sui- 
vants : 

1°  On  étudiera  la  fonction  x — log  x,  et  l’on  cherchera  la 
condition  pour  qu’elle  puisse  devenir  nulle. 
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2°  On  étudiera  la  fonction  ; — — , et  l’on  cherchera  la  con  • 

log  X 

dilion  pour  qu’elle  puisse  devenir  égale  h l’unité. 

3°  On  étudiera  la  fonction  a * — x,  et  l’on  cherchera  la  con- 
dition pour  qu’elle  puisse  devenir  égale  à zéro. 

Qx 

4°  On  étudiera  la  fonction  —,  et  l'on  cherchera  la  condition 

pour  qu’elle  puisse  devenir  égale  l’unité. 

On  devra,  bien  entendu,  trouver  des  quatre  manières  le 
même  résultat,  qui  est 

i 

a<e\ 

/ 

VI.  Examiner  si  l’équation 

xm = Wlc 

peut  admettre  d’autre  solution  que  x = tn. 

On  met  facilement  cette  équation  sous  la  forme 

log  x _ log  m 
x m 

On  répondra  donc  à la  question  en  étudiant  la  fonction 

et  cherchant  si  celte  fonction  peut  prendre  deux  fois  la  même 
valeur  pour  des  valeurs  différentes  m et  Æ de  la  variable. 


VH.  En  posant  log 
trou\er  la  dérivée  de 


et  celle  de 


/g  -f-  b -f-  x -(-  abx\ 
^ \1  -}~  üb  -}-  (g  b)x) 


VIII.  Trouver  la  dérivée  de  l’expression 


arc  sin 


sin  x\J\  — e* 
1 — ecosa; 


IX.  Trouver  la  dérivée  de  l’expression 

1 T g sin  x b_  r /si  il  x . y/ a* — ér\’] 

a ' — ô’I  g-l-ècosx  y ia* — ai  ° UI1d  \ b -)-  g cos  x ) J ‘ 
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X.  Trouver  la  dérivée  de  l’expression 
A f asinx  2 b . (a  — b . ®\1 

(a‘—  &’)L«-Mcosa:  ^ arC  ang  (y'a*— 6*  g 2 / J* 


XI.  Trouver  la  dérivée  de  l’expression 


1 

a sin  a:  b 

nrp  pnc  1 

fb-\-a  cos  x\"| 

(a* — U1) 

L«+  b cos  x sja'—b1 

\a  -f-  b cos  x/J 

Expliquer  pourquoi  tes  trois  expressions  qui  précèdent  on! 
même  dérivée. 

XII.  Trouver  la  dérivée  de  l’expression 

1 a sin  x b ; ^ô-j-acosir-f-v^* — g*sin  | 

a' — ^La  + ôcosic  y/ô» tt*  ' \ a + écos#  / |' 

( Cette  fonction  a même  dérivée  que  les  trois  précédentes.  ) 


XIII.  Trouver  la  dérivée  de  l’expression 


1 , \J\+x“  + W2  1 . a-y/2 

— I — — r — ^arc  sin- 


A\jî 


1 ^-x' 


■ty2 


l + x1 


XIV.  Si  on  désigne  par  Um  la  fonction  qui  a pour  dérivée 
xm 

; , on  a 


V 


mu„, 


: — xm~'  V ’ÿ—X1  + (w  — 1)  U„,_S. 


Comme  on  a d’ailleurs  évidemment  : 

U0  = arc  sin  x , 

U1  = _v/T=F’, 

on  peut  conclure  de  cette  formule  un  moyen  général  de  for- 
mer U»,  quelle  que  soit  la  valeur  paire  ou  impaire  de  m. 


19 
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CHAPITRE  XIX. 

SÉRIES  QUI  SERVENT  AU  CALCUL  DES  LOGAR1TUMES. 

Développement  en  série  de  — 1.(1  — u). 

273.  Soit  x une  variable  que  nous  ferons  varier  depuis  x =0 
jusqu’à  x=u,  u désignant  une  constante  positive  et  moindre 
que  l . 

Posons 

[lj  Rx)=—l{  i—x), 

le  signe  / désignant,  comme  dans  le  chapitre  précédent,  un 
logarithme  népérien, 

la  dérivée  de  f{x)  est  et  l’on  a évidemment 

L2]  a*) =^=1 +*+*’+ + 

ainsi  que  l’on  s'en  assure,  soit  en  faisant  la  division,  soit  en 
sommant  la  première  partie  du  second  membre  à l’aide  de  la 
théorie  des  progressions. 

Posons  aussi 

[3]  ,p(«)=s*  + j + j + ...+  — , 

la  dérivée  de  désignée  suivant  l’habitude  par  <p'(®),  sera 
précisément  la  première  partie  de  f'(x),  et  l’on  aura 

[4]  <p’(®)=l  + x + x,+  ... +®""1. 

En  retranchant  l’équation  [4]  de  l’équation  [2],  il  vient 

f(x)  —?'(*)  = 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  positif  et  moindre 
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que  , tant  que  x n’est  pas  égal  à u , on  a donc 

1 " U 

/'(*)- ?'(*)>o, 


Ces  inégalités  montrent  que  les  fonctions  j[x)  — ^{x)  et 
f[x) — y(x) — t j t sont,  la  première  croissante,  la 

deuxième  décroissante  quand  x croit  de  O à u. 

En  effet,  les  deux  fonctions  sont  continues  et  la  première  a 
une  dérivée  constamment  positive,  tandis  que  la  seconde  a 
une  dérivée  constamment  négative. 

D’ailleurs  les  deux  fonctions  dont  il  s’agit  sont  nullcs 
pour  x = 0,  donc , pour  x = u,  la  première  est  positive  et  la 
seconde  négative. 

On  a par  conséquent 


f[u)—  <p(M)>0, 


/{«)—*(«)- 


(«4-  l)(l  — M) 
f[u)  est  donc  compris  entre  y(u)  et 


<0, 


“ ef  il 

ei 

est  égal  à ?(«) , augmenté  d’une  quantité  moindre  que 
rw-j-'i)'i  —u)’  ce^c  quantité  peut  évidemment  se  représenter 

Par  0 (n  + l)(l  — uf  en  désignant  Par  9 utl  nombre  inférieur  à 
l’unité.  On  a donc  enfin 


f[u)=^u) +0 


ii»+‘ 


c’est-à-dire 


u" 


— I[l—u)  = u4-  — 4-  — ...  4-  — 4-9 . 

1 1 ^ 2^  3 ^ n ^ — w) 

u étant,  eomme  on  l’a  supposé,  inférieur  à l’unité,  on  voit 
que 

0 M**-1 

(n-f  l)(l— u) 
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tend  vers  zéro  à mesure  que  n augmente , et  l’on  a , par  con- 
séquent, 

— 1(1  — «)— « + 

La  démonstration  même  prouve  que  la  série  qui  forme  le 
second  membre  est  convergente  lorsque  u est  plus  petit  que 
l’unité.  On  pourrait  aussi  le  déduire  des  règles  démon- 
trées (197). 


Développement  de  1(1  + u). 

274.  Soit  x une  variable  que  nous  ferons  varier  entre  les 
limites  0 et  u,  u désignant  une  constante  positive  moindre 
que  1. 

Posons  f(x)  = 1(1  -j-  x), 

la  dérivée  de  f(x)  est  — — , et  l’on  a évidemment 

x ’ y" 

(f(x)=l  — x+z?—x>...±x'->qi--^—, 

[S]  . 1+ % 

| (’(x)  = 1 — x-\-x' — x? ...  ■±lx,'~'-^:x’'±— — . 

Posons  aussi  *(x)=  x — tt  4-  — ...  ± — , 

T 2 1 3 n 

et  désignons,  suivant  la  notation  habituelle,  par  <f'(x)  la  déri- 
vée de  <f(x), 
nous  aurons 

[4]  <f\x)=l — x -f-  a,-5 ...  rfcx"-’, 

en  retranchant  l’équation  [4]  do  chacune  des  équations  [2], 
on  obtient 

f(x)—  ?'(*)= rpyq-p 

<j»U+l 

f(x)— ÿ(x)  ±ï”=±  j-qrj- 

Les  seconds  membres  de  ces  équations  sont  de  signes  con- 
traires , par  conséquent  les  deux  fonctions  fsx)  — <f(Æ)  et 
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/mIH*! 

f[x)  — <p(a?)±/w'_p-p  ayant  leurs  dérivées  de  signes  contraires, 

sont  l’une  croissante,  l’autre  décroissante  quand  x croît  de 
0 à u,  et  comme  elles  sont  nulles  pour  # = 0,  pour  x — u 
elles  sont  de  signes  contraires , et  f[u)  est , par  conséquent , 
compris  entre 

wn+1 

<pM  et 

On  a donc,  en  désignant  par  8 un  nombre  moindre  que  1, 

8 M"+1 


■»+ 1’ 


et,  par  suite,  comme 


0«*+1 
n -f- 1 


tend  vers  zéro  lorsque  n augmente, 


[81 


Nous  remarquerons , comme  à la  fin  de  l’article  précédent , 
que  la  démonstration  même  de  la  formide  [8]  prouve  que  la 
série  qui  forme  le  second  membre  est  convergente  lorsque  u 
est  moindre  que  1 . 

La  démonstration  pourrait  même  se  faire  sans  modifications 
si  l’on  avait  w = 1 ; et  la  série  précédente  peut  donner,  par  con- 
séquent, le  logarithme  népérien  de  2. 


Calcul  des  logarithmes  népériens. 


278.  Reprenons  les  deux  formules 

/a +«)=«- 

il  vient , en  ajoutant  et  observant  que 
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élant  plus  grand  que  1,  posons 

A 


L+if  = l+L 
1 — u 


N+A. 
: N ’ 


d’où 


2N+A’ 

L’ équation  [1]  devient,  en  observant  que 

/N, 
A’ 


l^+Jï  = m + h). 


12] 


((N+/i)=m+2[^+ 


3(2N4-A)» 


Cette  formule,  où  N et  A désignent  deux  nombres  positifs  quel- 
conques, permet  de  calculer  /(N  + A),  quand  on  connaît  fN. 

270.  Si  l’on  néglige  dans  le  second  membre  de  l’équation  [2] 
tous  les  termes  qui  suivent , 

z (2t  + 1)  (2N  -f-  A)*‘+1  ’ 


l’erreur  commise  sera  évidemment  moindre  que 

2 (Mi  3)  i 2N  + A),,+s  [*  + (îN+a)  + (m+â)  +•”]» 


c’est-à-dire  moindre  que 


2AM+* 


A,,+5 

” (2 î + 3)  (2N  + A)”+1 2N(2N  + 2A)' 

En  particulier,  si  on  néglige  dans  la  série  tous  les  termes 
qui  suivent  le  premier,  et  que  l’on  écrive  simplement 


«N  + A)=«  + 5n^, 

l’erreur  commise  sera  moindre  que 

A8 

6N(N  + A)(N+2A)’ 
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et,  à plus  forle  raison,  moindre  que 


Calcul  de  1.10. 

277.  En  faisant  N=1 , 4=1 , dans  l’équation  [2],  on  obtient 

f 2 = 2 -f  g-ÿ  + — , + . . . ) . 

Nous  donnons  ici  le  calcul  des  19  premiers  termes. 

; = 0,33333  33333  33333  33333  3 

O 

Yj,  = 0,01234  56790  12345  67901  2 
= 0,00082  30452  67489  71193  4 
=0,00006  53210  52975  37396  3 

^ = 0,00000  56450  29269  47676  2 
. 5131  84479  04334  2 

842  48113  41433  1 
46  46114  62508  4 

4 55501  43383  2 

. 45283  76827  6 

, 4552  33649  3 

, 461  83123  8 

47  20941  5 

4 85693  6 

. 50244  2 

. 5222  5 

. 545  1 

57  1 

. 6 0 

0 6 

. 0,34657  35902  79972  65470  6 

et,  en  doublant, 

0,69314  71805  59945  30941=/. 2 
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Si  dans  la  formule  [2]  on  pose  n = 4,  A = i,  on  obtient 
l’équation 

Les  termes  de  la  série  réduits  en  fractions  décimales  sont  : 


1=0,11111  mu  mu  mu  î 

— =0,00045  72473  70827  61774  1 

33870  17561  68605  7 
298  67879  73268  1 
2 86797  19907  9 

• 2896  94104  5 

30  26244  6 
32379  6 
358  7 

• 3 9 

S = $ + r95  + -=°>11157  17756  57104  87788  2 

2S  =0,22314  35513  14209  75576  4 
1.4  = 21.  2 = 1,38629  43611  19890  61883  4 

/. 5 = 1,60943  79124  34100  37460 

En  ajoutant  ce  logarithme  à celui  de  2,  on  obtient 

1. 10=2,30258  50929  94045  68402. 

Ce  nombre  donne,  par  la  simple  division, 

1 i t 

Ï7ÏÔ~  loge  = ^__=:o) 43429  44819  03251  82765; 

c est  le  nombre  par  lequel  il  faut  multiplier  les  logarithmes 
népériens  pour  obtenir  les  logarithmes  vulgaires. 


Calcul  des  logarithmes  vulgaires. 

278.  Pour  obtenir  les  logarithmes  vulgaires,  c’est-à-dire  les 
logarithmes  dans  la  base  10,  il  faut  (241)  multiplier  les  loga- 
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rilhmes  népériens  par  le  facteur  dont  nous  venons  de  trou- 
ver la  valeur.  On  pourra  aussi  calculer  immédiatement  les 
‘ logarithmes,  en  remarquant  que  si  l’on  désigne  ce  module  par  M 
et  qu’on  emploie  la  notation  log  pour  indiquer  ces  logarithmes 
vulgaires,  la  formule  [2]  devient 

logW  + A)_,„gN  = 2M(2l^  + l(-s^?  + ...j. 

Si  l’on  suppose  h — 1 , cette  formule  devient 

,og<N+',-l»8N=“î2NTT  + lmrô  + "-l- 

C’est  la  formule  employée  par  les  calculateurs  qui  ont  construit 
les  tables  dont  on  fait  usage. 


Développement  de  arc  tang  u. 

279.  Soit  x une  variable  que  nous  supposons  comprise 
entre  O et  une  limite  constante  u,  inférieure  ou  égale  à l’unité. 
Posons 

f(z)  — arc  tang  x , 

nous  aurons  (262) 


nx)  = + jqpp . 

rgCS  a/J*  ' /*»7  1 

Posons  = + 

et,  par  suite, 

tf'(x)  = \ — x'-j-x1*  — x‘  — ...  — XiK-’, 

on  aura  f(x) — ?'{x)  = 

Par  conséquent,  la  différence  f\x) — ÿ(x)  est  constamment  po- 
sitive et  moindre  que  ar*“.  On  peut  donc  écrire 

n* *)-*'(*)><>, 

A*)  — *'(*)  — •"•<  O, 

et,  par  suite,  la  fonction  f{x)  — f(x) 
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est  croissante;  et  la  fonction 

,«*»»+ 1 

««-«-ÎS+Î 

est  décroissante  lorsque  x varie  de  O à u.  Mais  ces  deux  fonc- 
tions sont  nulles  pour  x = 0.  La  première  est  donc  positive  et 
la  seconde  négative  pour  x — u,  en  sorte  que  f(u)  est  compris 

entre  ®(«)  et  <p(«)  + ^w_|_  1 • Et  l’on  peut  écrire  , en  désignant 

par  6 un  coefficient  moindre  que  I , 


/•(«)=*(«)+< 1^, 

c’est-à-dire 


. MS  , M6 

arc  tang«=w — — + - 

ô D 


4h^  + °4»+T’ 


et  comme,  pour  une  grande  valeur  de  »,  le  terme  0 est 
aussi  petit  que  l’on  veut,  on  a 

arctang«  = M — - + ^-  — y — .... 


Les  deux  membres  de  l’équation  changeant  de  signe  avec  u , 
celle-ci  s’applique  évidemment  aux  valeurs  de  « comprises 
entre  — 1 et  + 1 . 

280.  Si  l’on  donnait  une  tangente  u plus  grande  que  l’unité, 
la  série  qui  donne  l’arc  correspondant  devenant  divergente  ne 
serait  plus  d’aucun  usage,  mais  on  pourrait  facilement  cal- 
culer l’arc  demandé  en  cherchant  à sa  place  arc  tang  - , qui 

est  évidemment  le  complément  et  qui  sera  formé  par  une  série 
convergente. 

Soit,  par  exemple,  à trouver 

arc  tang  4,49341 
on  fera  usage  de  la  formule , 

aBlang«=arc  langUl— ^,+ .... 

Pour  calculer  les  termes  successifs  de  cette  série , on  formera 
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.111 

d'abord  les  fractions-,  ce  qui  sera  facile,  chacune 

U U U 

s’obtenant  en  divisant  la  précédente  par  le  diviseur  fixe 
«*  = 20,19073  34281; 


on  aura  ainsi 


i = 0,22254  81315  97161 
1102  22906  16123 
54  59083  81950 
2 70375  70670 
13391  07902 
* 663  22895 
32  84819 
r 62689 
8058 
399 
20 


AP 
_1_ 
U;  " 
1_. 
U’  ‘ 
_1_. 
U": 

U13  " 

+ _ 
ti13  " 

J__ 

tt": 

U'-9  " 
U1'' 


et  l’on  en  conclura , 


- =0,22254  81315  97161 


5u5~ 

J 

9u®~ 

1 

13ul3= 

1 1 

17tt"  = 
1 . 
21tt,,= 


10  91816  76390 
1487  89767 
2 52678 
474 
1 


2 

3u3 

J_ 

7u’ 

1 

llu" 

1 

làu,i 

1 

19m'» 


5^=0,00367  40968  72041 
38625  10096 
60  29354 
10846 
21 


=0,00367  79654  22358 


. =0,22265  74623  16471 

donc  arc  cotang (4,49341) =+0,22265  74623  16471 

—0,00367  79654  22358 
=0,21897  94868  94113 


Digitized  by  Google 


300  SÉRIES  QUI  SERVBNT  AU  CALCUL  DES  LOGARITHMES. 


I 


Calcul  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre. 

281.  Si,  dans  la  formule  démontrée (279),  on  suppose  «=•!, 
arc  tangw  est  égal  à et  l’on  a 


4 3 '5  7^9 


Cette  série  est  convergente , mais  les  termes  décroissent  trop 
lentement  pour  qu’on  puisse  facilement  l’employer  au  calcul 
du  nombre  ir.  „ 

On  peut  obtenir  d’autres  expressions  qui  conduisent  rapide- 
ment à des  valeurs  très-exactes  de  ce  nombre.  Posons 


arc  tang  x — p, 
arc  tang y — q. 


on  aura 


tang  (p  + q) = 


# = tangp , 
ÿ = tang?, 

tangp-ftang? x-\-y  . 

1 — tangptang?  1 — yx  ’ 


donc 


arc  tang  x -f-  arc  tang  y = arc  tang 


x + y 
1 — xy 


On  trouverait  de  même 


r£  ___  y 

arc  tang  x — arc  tang  y = arc  tang  j— 

En  faisant,  dans  la  première  de  ces  équations,  y=x,  y=2x, 
y= Sx,  on  trouvera  successivement, 

2  arc  tang  x = arc  tang  y— —tl 


3 arc  tang  x = afc  tang 

4 arc  tang  x = arc  tang 


3x  — ar* 
T=3F’ 

4x — 4x* 

1 — 6x’-j-x*’ 


et  ainsi  de  suite. 
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En  atlribuant  à x et  à y diverses  valeurs,  les  formules  pré- 
cédentes donnent 


^ = arc  tang  l = arc  tang  £ -j-  arc  tang  | , 

= arc  tang  £ + arc  tang  { + arc  tang  | , 

==  2 arc  tang  ^ — arc  tang  ^ , 

= 2 arc  tang  £ -f-  arc  tang  j , 

= 3 arc  tang  arc  tang£, 

= 4arctang|— arctang  jjg. 

La  dernière  de  ces  expressions  est  celle  qui  se  prête  le  mieux 
au  calcul  de  7. 

Voici  le  tableau  des  calculs  à faire  : 


ir  = 4arc  tangi  — arc  tang 


239 


^(ô  3.53+5.55  "')  (239  3.239*"^  “*)* 

Les  différents  termes  de  la  série  arctang^,  réduits  en  frac- 
tions décimales,  donnent  : 


0,00418  41004  18410  04184  10=^ 


—244  16591*78708  38= 


l 


3.231U 


+256  47231  44=^ 
—320  71 


5.239s  . 

1 

7.239' 


0,00418  40760  02074  72386  45=arctang^g 
Pour  évaluer  arc  tang  -,  calculons  d’abord  les  termes  positifs 

D 

de  la  série  : 
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0,20000  00000  00000  00000  00=^ 

+6  40000  00000  00000  00=^ 

+568  88888  88888  89=^ 

+63015  38461  54  = ^ 

+77  10117  65  = ^ 

+9986  44=^ 

+'3 

0,20006  40569  51981  47467  96=i+3^+g^+- 
Si  nous  calculons  ensuite  les  termes  négatifs,  nous  aurons  : 
0,00066  66666  66666  66666  67  = ^-, 

18285  71428  57142  86  = ^ 

. 18  61818  18181  82=^  . 

2184  53333  53=^; 

2 75541  05=^ 

364  72=2T^ 

* 50=aT&5 

—0,00266  84971  02100  71630  95=  — (55+731+  ••) 

En  retranchant  ce  nombre  de  la  somme  des  termes  positifs,  on 
obtient,  pour  valeur  de  l’arc  tang { , 

0,19739  55598  49880  75837  01  = arc  tang  | 

ou  0,78958  22393  99523  03348  04 =4  arc  tangi 

et  0,00418  40760  02074  72386  45=arctamr-L 

° 239 

Donc  0,78539  81633  97448  30961  59  = ^ 

3,14159  26535  89793  23846  =tc 
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RÉSUMÉ. 

273.  Développement  en  série  de  — 1(4  — u) , u étant  compris  entre  0 et  4 . 

274.  Développement  de  1(4  -(-u).  — 27iî.  Série  qui  représente 
l(N-J-A)  — IN.  — 270.  Limite  de  l’erreur  commise  en  s’arrêtant  à un 

terme  donné.  — 277.  Calcul  du  logarithme  népérien  de  40.  

278.  Calcul  des  logarithmes  vulgaires.  — 279.  Développement  de 
arc  tangu,  u étant  moindre  que  4.  — 280.  Développement  de  arccotu, 
lorsque  « est  plus  grand  que  4 , application  numérique.  — 281 . Calcul 
de  ji  à vingt  décimales. 


EXERCICES. 


I.  Démontrer  la  formule 


l(x+l)+l(x—l) 


1 


2x' — 1 


1 

3(2a^ — l)8 


II.  Démontrer  la  formule 

l(x-\  5) = f(a;-J-3)  -f  - l(x — 3)  -J-  Ux-\- 4)  -} -l(x —4) — l(x — 5)  — llx — 


a T 72  / 72  y 1 

— 25a:* -(-72 ^ 3 \a?*— 25a;,+72/ 

III.  Si  a et  b désignent  deux  nombres  positifs  donnés,  et  que 
l’on  forme  une  série  de  nombres  d’après  les  formules  suivantes, 


u' — -f-  b),  b'  =\Ja!b, 
a"=i(o'+ô'),  b"=sjà7b'. 


en  posant,  en  outre,  a=ôcosip,  a(m>  et  6(m)  seront  exprimés  par 
les  formules 

aw_ 

2m  tang^j 
2"sin(i) 


et  la  limite  commune  vers  laquelle  convergent  a<*>  et  b{m)  est 

.//f at  2 

• Si  a — 0 , 6=1 , cette  limite  est 
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PRINCIPES  GÉNÉRAUX  SUR  LES  EQUATIONS  NUMÉRIQUES 
DE  DEGRÉ  QUELCONQUE. 

Variations  d’une  fonction  entière  f[x). 

282.  La  forme  la  plus  générale  que  puisse  présenter  une 
fonction  entière  île x,  f(x)  est  la  suivante: 

A»)  = Axm  -f  + AîS"'-*  + . ..  + Am-t»  + A*. 

A,  Ai. . . Am  désignant  des  coefficients  constants,  et  rn  le  degré 
de  la  fonction. 

Lorsque  x varie,  ce  polynôme  peut  changer  de  signe  en  sui- 
vant des  lois  d’accroissement  ou  de  décroissement  très-variables 
avec  la  valeur  et  les  signes  des  coefficients.  Il  existe  cependant 
quelques  principes  généraux  qui,  pour  être  presque  complè- 
tement évidents,  n’en  sont  pas  moins  très-utiles  à signaler 
d’une  manière  toute  spéciale. 

Théorème  I.  Toute  fonction  entière  et  rationnelle  d'une  va- 
riable x,  est  une  fonction  continue.  C’est-à-dire  que  si  Ton  fait 
croître  la  variable  d’une  manière  continue,  la  fonction  croîtra 
aussi  d’une  manière  continue,  et  ne  pourra  pas  passer  d’une  va- 
leur à une  autre  sans  passer  par  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 

Pour  prouver  qu’une  fonction  f(x)  est  continue,  il  suffit  de 
faire  voir  qu’en  donnant  à a;  un  accroissement  h suffisamment 
petit,  l’accroissement 


f(x+h)— f(x) 

de  la  fonction  pourra  être  aussi  petit  qu’on  le  voudra. 
On  sait  que  le  rapport 


f(x+h)—f(x) 
h ’ 
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a pour  limite , quand  h tend  vers  zéro,  la  dérivée  de  f(x) , 
qui  est 

m \ x "“'-f-  (m — 1 ) {.m — 2)  A1a:m_8-f-  • • • + A„_i  ; 

on  a donc  f{x-\-k)^ — Af)  __  _j_  e ^ 

t étant  une  quantité  qui  tend  vers  zéro  avec  h.  On  en  tire 
f{x  -f  h) — f{x)  — h[f  {x)  -f-  e]  ; 

/’( x ),  n’ayant  pas  de  dénominateurs  qui  puissent  s’annuler, 
n’est  infini  pour  aucune  valeur  de  x ; le  produit 

A [f  (*)  + •] 

tend  donc  nécessairement  vers  zéro  avec  A,  et,  par  suite,  il  en 
est  de  même  de  f[x-\- h) — f{x),  ce  qui  démontre  la  proposition 
énoncée. 

Remarque.  La  démonstration  s’applique  évidemment  à toute 
fonction  dont  la  dérivée  est  finie,  et  l’on  peut  énoncer  ce 
théorème  plus  général. 

Une  fonction  reste  continue  tant  que  sa  dérivée  ne  devient  pas 
infinie. 

285.  Théorème  II.  Dans  une  fonction  entière 

f ( x ) = \xm  Aiæ”-'  + . . . km-ix  + Am , 

on  peut  toujours  donner  à x une  valeur  assez  grande  pour  que  le 
premier  terme  devienne  aussi  grand  que  l’on  voudra  par  rapport 
à la  somme  de  tous  les  autres,  et  donne,  par  conséquent,  son  signe 
au  polynôme. 

Pour  prouver  que  le  premier  terme  peut  devenir  aussi  grand 
que  l’on  voudra,  par  rapport  à la  somme  de  tous  les  autres,  il 
suffit,  évidemment,  de  prouver  qu’il  peut  devenir  aussi  grand 
que  l’on  voudra , par  rapport  à chacun  d’eux  considéré  iso- 
lément. 

Or,  en  comparant  le  premier  terme  Axm,  au  terme  général 
kHxm-H,  on  a 

kxn  _ A 
A Hx’"~n~knX  ’ 

20 
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et  ce  rapport,  à cause  du  facteur  xn,  peut  grandir  sans  limite. 
On  peut  donc  prendre  n assez  grand  pour  que  le  premier  terme 
soit  mille,  cent  mille,  un  million,  cent  millions...  de  fois  plus 
grand  que  l’un  quelconque  des  autres,  et,  par  suite,  aussi  grand 
que  l’on  voudra,  par  rapport  à leur  somme. 

284.  Remarque.  Il  résulte  du  théorème  précédent,  qu’une  fonc- 
tion de  degré  pair  a le  môme  signe  que  le  coefficient  de  son 
premier  terme , pour  de  très-grandes  valeurs  positives  ou  néga- 
tives de  la  variable;  une  fonction  de  degré  impair,  a,  aussi, 
le  même  signe  que  le  coefficient  de  son  premier  terme  quand 
la  variable  reçoit  une  valeur  positive  très-grande;  mais  elle 
prend  un  signe  opposé  à ce  coefficient  lorsque  x est  négatif  et 
de  très-grande  valeur  absolue. 

Exemple.  x? — lOOOic* — lOôOOOx’-f-  1 

est  positif  si  la  valeur  absolue  de  x est  suffisamment  grande, 
quel  que  soit  du  reste  son  signe. 

*,-f-  lOOOOOOOr6 — a?*  -{—  1 

est  positif  pour  de  grandes  valeurs  positives  de  x,  et  négatif, 
lorsque  x étant  négatif,  a une  valeur  absolue  suffisamment 
grande. 

288.  Théorème  III.  Lorsque  deux  nombres,  a et  b,  substitués 
dans  une  fonction  entière  f(x),  donnent  des  résultats  de  signes 
contraires,  l'équation  f(x)=0  « au  moins  une  racine  réelle  com- 
prise entre  a et  b. 

Si  l’on  suppose,  en  effet,  que  x varie  d’une  manière  continue 
depuis  la  valeur  x = a jusqu’à  la  valeur  x — b,  f{x)  (282) 
variera  lui-même  d’une  manière  continue;  or  passant  de  la 
valeur  f(a)  à la  valeur  f(b),  qui  a un  signe  contraire,  il  devra 
nécessairement  changer  de  signe,  et,  à cause  de  la  continuité, 
il  prendra  la  valeur  zéro,  intermédiaire  entre  les  valeurs  néga- 
tives et  les  valeurs  positives. 

Remarque  I.  Le  même  raisonnement  s’applique  à toute 
équation  dont  le  premier  membre  est  fonction  continue  de  la 
variable  x. 
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286.  Remarque  II.  On  peut  déduire  des  théorèmes  précédents 
qu'une  équation  algébrique  de  degré  impair,  a au  moins  une  ra- 
cine réelle  de  signe  contraire  à son  dernier  terme. 

Soit  ({x)=x'*+'-\- AiX*1-^ Ai#1"-1 . . . -(-AfcH.i=0 

une  équation  de  degré  impair. 

Si  l’on  substitue  à x une  valeur  négative  très-grande,  le  ré- 
sultat de  cette  substitution  sera  négatif  (284).  Si  l’on  substitue, 
au  contraire,  une  valeur  positive  très-grande,  le  résultat  sera 
positif;  si,  enfin,  on  substitue  à # la  valeur  0,  la  fonction  f(x) 
se  réduira  à son  dernier  terme  A„+i. 

Nous  pouvons  indiquer  ces  résultats  par  le  tableau  suivant  : 

Valeurs  de  x.  Signe  de  f{x). 

00  — 

0 Signe  de  A„+,. 

+ CC  + 

Si  donc  A„+i  est  négatif,  f{x)  change  de  signe  lorsque  x passe 
de  la  valeur  0 à -f  <»  , et  a,  par  suite,  une  racine  positive.  Si 
A„+,  est  positif,  x—0  et  x = — œ donnent  à f(x)  des  valeurs 
de  signes  contraires,  et  il  y a,  par  conséquent,  une  racine 
négative. 

Exemple.  L’équation 

ajT—gaJ  + Sir1— 3=0, 
a au  moins  une  racine  positive,  et 

æ9  + 8x*  -}—  3 = 0 
au  moins  une  racine  négative. 

287.  Remarque  III.  Une  équation  de  degré  pair,  dont  le  dernier 
terme  est  négatif,  a au  moins  deux  racines  réelles. 

Soit 

f{x)  = af*  4-  A!**”-'  + A.æ*"-* + . . . + A^-tX  -f  A*,  = 0 
une  équation  de  degré  pair  dont  le  dernier  terme  est  négatif. 
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D’iipi  es  ce  qui  précède,  on  peut  former  le  tableau  suivant  : 
Valeurs  de  x.  Signes  de  f{x). 

— ce  + 

0 — 

+ 00  + 

Lors  donc  que  x varie  de  — « à 0,  f(x)  change  de  signe,  et  il 
en  est  de  même  lorsque  x varie  de  0 à + oo  . 11  y a donc  néces- 
sairement une  racine  comprise  entre — oo  et  0,  et  une  autre 
entre  0 et  +oo,  c’est-à-dire  deux  racines,  l’une  positive  et 
l’autre  négative. 


Nombre  des  racines  d’une  équation. 

288.  Nous  admettrons  sans  démonstration  la  proposition 
suivante,  qui  est  fondamentale,  et  qui,  hâtons-nous  de  le  dire, 
peut  se  démontrer  en  toute  rigueur. 

Toute  équation  algébrique  à une  inconnue,  ne  renfermant  que 
des  puissances  entières  et  positives  de  cette  inconnue , et  dont  les 
coefficients  sont  des  nombres  donnés,  réels  ou  imaginaires,  admet 
au  moins  une  racine  réelle , ou  une  racine  imaginaire  de  la  forme 
a + bv/ — 1 , a et  b désignant  deux  nombres  réels. 

Cette  proposition  étant  admise,  nous  en  déduirons  facilement 
la  suivante  : 


Théorème  fondamental. 

289.  Une  équation  du  degré  m de  la  forme 

[1]  Ax'n  + Ai#"-1  + Ajx”-1  + . . . + A„ = 0, 

dans  laquelle  A,  A:,  A,, ...  Am  représentent  des  nombres  donnés, 
réels  ou  imaginaires,  admet  toujours  précisément  m racines 
réelles  ou  imaginaires. 

Eu  représentant  par  X le  premier  membre  de  l’équation  [i], 
X = 0 admet , en  effet , par  hypothèse  , au  moins  une  racine. 
Si  nous  désignons  cette  racine  par  la  lettre  a,  qu’elle  soit  réelle 
ou  imaginaire , X sera  [4]  divisible  par  x — a.  Désignons  le 
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quotient  par  Q;  il  sera , dans  tous  les  cas,  du  degré  m — 1,  et 
son  premier  terme  sera  Ax”1-1.  Nous  aurons  identiquement  : 

[2]  X = (x — o)Q. 

Puisque,  par  hypothèse,  toute  équation  a une  racine,  Q=0  en 
admet  une  ; si  nous  la  désignons  par  b,  on  aura  : 

Q = (x  — b)Q, , 

et,  par  suite, 

[3]  X = (x  — a)[x  — b)Qi . 

D’après  le  même  postulatum , l’équation  Qi  = 0,  qui  est  du 
degré  m — 2 , et  dont  le  premier  terme  est  évidemment  Ax"-’, 
doit  admettre  une  racine.  Si  nous  la  désignons  par  c,  on  aura  : 

Q,  = (x  — c)Q,, 

et,  par  suite, 

[4]  X = (x  — aXx  — b)(x  — c)Q ,, 

le  premier  terme  de  Qj  étant  évidemment  Ax"*-*. 

En  continuant  de  la  même  manière,  et  opérant  sur  Qt  comme 
on  l’a  fait  sur  Q et  Qt , chaque  opération  mettra  en  évidence 
un  nouveau  facteur  du  premier  degré,  et  le  degré  des  quotients 
successifs  allant  sans  cesse  en  diminuant,  on  finira  par  en 
obtenir  un  qui  sera  numérique  et  évidemment  égal  à A.  On 
aura  donc  : 

[5]  X = (x — aXx — b)(x — c) ...  (x  — kXx  — l) A. 

A l’inspection  de  cette  égalité , on  reconnaît  que  l’équation 
X=0  est  satisfaite  pour  les  valeurs  x=a,  x=b,  x=c  ...  x=l , 
et  qu’elle  ne  peut  l’être  autrement,  car  toute  autre  valeur  attri- 
buée à x n’annulant  aucun  des  facteurs  du  second  membre, 
ne  peut  annuler  le  produit. 

2f»0.  Remarque.  Un  produit  de  plusieurs  facteurs  n’est  nul 
que  quand  l’un  des  facteurs  est  égal  à zéro.  Cela  n’est  évident 
que  quand  les  facteurs  sont  réels;  mais  ilest  facile  d’étendre  la 
proposition  au  cas  même,  où  ils  sont  imaginaires. 

Soit  le  produit  (a-fôy/ — 1X«'+&V — 0* 
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on  à 

[1]  (a+b^\){ci+b's/^\)=aa'—bb'+(aV+ba,)<J~[. 

Or  on  ne  peut  avoir  à la  fois  : 

[2]  aol — bb'=0, 
ab'+baf= 0; 

car,  en  faisant  la  somme  des  carrés  de  ces  deux  équations,  on 
en  conclurait  : 

[3]  (aa'  — bb'f  + (ab’  + ba'f = 0. 

Or,  le  premier  membre  de  [3]  est  identiquement  égal  à 
(«*+  ê*)(a',-{-ê") , et  ne  peut  s’annuler  que  si  l’on  a a = 0, 
6 = 0,  ou  bien  a'  = 0,  b'  — 0. 

291.  Remarque  II.  La  formule  [5]  (289)  permet  de  former  le 
premier  membre  d’une  équation  du  degré  wi,  lorsque  l’on  con- 
naît ses  m racines.  Ce  premier  membre  ne  contient  rien  d’ar- 
bitraire que  le  coefficient  A , par  lequel  on  peut  évidemment 
multiplier  une  équation  sans  altérer  les  conditions  qu’elle  im- 
pose à l’inconnue.  11  résulte  de  là  que  deux  équations  qui  ont 
les  mêmes  racines  ne  peuvent  différer  que  par  un  facteur 
constant. 


Polynômes  identiques. 

292.  Une  équation  du  degré  m ne  pouvant  avoir  plus  de 
m racines,  il  en  résulte  que  deux  polynômes  du  degré  m en  a: 
ne  peuvent  être  égaux  pour  plus  de  m valeurs  de  cette  varia- 
ble , sans  être  complètement  identiques.  Si , en  effet , on  égale 
leur  différence  à zéro,  on  obtiendra  une  équation  du  degré  m, 
qui,  si  elle  n’est  pas  identique,  ne  peut  être  satisfaite  pour  plus 
de  m valeurs  de  la  variable. 


Racines  égales. 

295.  Dans  la  démonstration  que  nous  avons  donnée  (289), 
rien  ne  suppose  que  les  racines  désignées  par  a,  b,  c ...  k,  l 
soient  différentes.  Le  nombre  des  racines  distinctes  d’une 
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équation  du  degré  m n’est  donc  pas  toujours  réellement  égal  à 
m.  On  énonce  cependant  tous  les  théorèmes  comme  s’il  en 
était  ainsi,  et  pour  en  acquérir  le  droit,  on  dit  qu’une  racine  a 
est  double,  triple  ou  quadruple , lorsque  le  facteur  x — a,  qui 
lui  correspond  , figure  deux , trois , quatre  fois  dans  le  produit 
qui  est  égal  au  premier  membre. 


Racines  imaginaires  conjuguées. 

294.  Si  une  équation  à coefficients  réels  admet  une  racine 
imaginaire 

a+  V — !> 

elle  admet  nécessairement,  et  un  même  nombre  de  fois,  la  ra- 
cine conjuguée 

a — 

Si,  en  effet,  l’équation  X = 0 
est  satisfaite  par  l’hypothèse 

x — a-\-  b\f—i , 

je  dis  que  le  premier  membre  X est  divisible  par  ( x — a)*4-&*. 
Effectuons,  en  effet,  la  division,  le  reste,  devant  être  de  degré 
moindre  que  le  diviseur,  sera  de  la  forme  mx-\-n,  et  l'on  aura 

1 1]  X = [(®— «)*-(- 6’]Q-(-«w-fn, 

m et  n étant  des  nombres  réels , puisqu’il  n’a  pu  s’introduire 
dans  le  calcul  aucune  expression  imaginaire. 

Si  dans  les  deux  membres  de  l’équation  [1] , nous  faisons 
x = a -(-  6v/— -ï , le  premier  membre  s’annule  par  hypothèse.  Il 
en  est  évidemment  de  même  de  (a?-—  a)*+ô\  et,  par  suite,  on 
doit  avoir 

0 = m(a  -f-  b\J— 1)  -|-  n , 
ce  qui  exige  ma  + n = 0 , 

mb  = 0, 
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el,  par  suite,  b n’étant  pas  nul, 

m =0 , 
n =0; 

en  sorte  que  X = [(x  — a)’+  **]Q. 

Or  (x — al’-j-è*  s’annulant  pour  x = a — b\J — 1,  celte  équa- 
tion prouve  qu'il  en  est  de  même  de  X. 

Si  X est  divisible  par  (x — a — b\J — 1)’,  c’est-à-dire  si  la  ra- 
cine a-\-b\J—  1 est  double,  il  faut  que  Q soit  divisible  par 
x — a — b\J — 1 , on  prouvera  alors , comme  on  l’a  fait  pour  X , 
qu’il  admet  aussi  le  facteur  (x  — a)*-}- à*,  et  l’on  aura  : 

X = [fx-a)*+  Ô*]*Û.=[*— («  -f  ft^/=T)]*[x— (a- ; 

en  sorte  que  la  racine  a — V — l se  trouvera  aussi  deux  fois 
dans  X.  Si  X admet  trois  fois  la  racine  a -\-b\J^l , il  doit  être 
divisible  par  (x — a — b\J — 1)*,  et,  par  suite,  Qt  doit  admettre 
le  facteur  x — a — b\j — 1 . On  prouvera  alors,  comme  on  l’a  fait 
pour  X cl  pour  Q,  qu’il  est  divisible  par  (x  — a)' -{-b1,  et  que 
l’on  a : 

X = [(x—a)*  + 6*]U  = [x  -(a  + bj~l)]\x  - (a  - by/=ï)TQ>  ! 

en  sorte  que  la  racine  a — b\J — 1 est  triple,  comme  sa  conju- 
guée. Le  même  raisonnement  peut  évidemment  se  continuer 
indéfiniment,  el  par  conséquent  la  racine  a — b^— I a le  même 
degré  de  multiplicité  que  sa  conjuguée. 


Relation  entre  les  coefficients  d’une  équation  et  les  racines. 

298.  Soit  xm-\-klxm~' -j- ...  Am_iX -f  Am  = 0 , 

une  équation  du  degré  m,  dont  nous  supposons,  pour  plus  de 
simplicité,  que  le  premier  terme  ait  pour  coefficient  l’unité. 
Nous  avons  vu  qu’en  désignant  par  a,  b,  c ...  k,  l ses  racines, 
on  a identiquement  : 

[ 1 ] x’"-|-AiX’B-,-|- .. .+ Am_,x-j-A*=(x— a)(x— bXx— *). . . 

(x— A)(x— Z), 
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mais  on  sait  qu’en  effectuant  le  produit  indiqué  dans  le  second 
membre,  on  aura  (200)  pour  premier  terme , xm;  pour  second 
terme,  a;”-'  multiplié  par  la  somme  des  seconds  termes  — a, 
— b pour  troisième  terme  x”-*,  multiplié  par  la  somme 

des  produits  deux  à deux  de — a,  —b,  — c ...  — l,  ou,  ce  qui 
revient  au  même,  par  la  somme  des  produits  deux  à deux  deo, 
b ...  I,  et  ainsi  de  suite;  en  sorte  que  si  l’on  représente  par 
la,  lab,  labc  la  somme  des  racines,  la  somme  de  leurs  pro- 
duits deux  à deux,  trois  h trois,  etc.,  on  a 

[2]  (x  — aXx  — b) ...  (x — k)'x — l) 

— xm  — x*-'la  -| -xm~'lab — x^~*labc  -f- ...  ± abc  ...  kl, 

le  dernier  terme  étant  positif  ou  négatif,  suivant  que  m est 
pair  ou  impair.  En  identifiant  ce  produit  avec  le  premier  mem- 
bre de  l’équation  [1],  on  conclut  le  théorème  suivant  ; 

Dans  toute  équation  algébrique  dont  le  premier  terme  a pour 
coefficient  l’unité 

Z-  + KiX”-'  -f ...  + Ara_ia;  + Am  = 0 , 

le  coefficient  du  second  terme  A)  est  égal  à la  somme  des  raci- 
nes prise  en  signe  contraire. 

Le  coefficient  du  troisième  terme  est  égal  à la  somme  des 
produits  deux  à deux  des  racines. 

Le  coefficient  du  quatrième  terme  est  la  somme  de  leurs  pro- 
duits trois  à trois,  pris  en  signe  contraire,  et  ainsi  de  suite. 

Enfin,  le  dernier  terme  est  égal  au  produit  de  toutes  les  ra- 
cines, pris  avec  son  signe  ou  avec  un  signe  contraire,  suivant 
que  le  degré  de  l’équation  est  pair  ou  impair. 

Ce  théorème  s’exprime  par  les  équations  suivantes  ; 


ÎAj  — — (a-f-  6-}-  c-f-  ...  -f-  k 1) , 

A,  =r  [ab -}- ac  ...  -j-  bc  -|-  ...  -|-  kl) , 

As  — — ( abc  -j—  abd  -|-  . * . — |—  acd  -j- . , . -|-  akl  -}- . • . ) , 

A m=±abc  ...  kl. 

En  considérant  les  racines  comme  des  inconnues,  nousavons 
là  m équations  distinctes  auxquelles  elles  doivent  satisfaire; 


Digitized  by  Google 


314  PRINCIPES  SUR  LES  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES. 

lorsque  l’on  connaîtra  quelques-unes  des  racines,  ces  équations 
pourront  faciliter  la  recherche  des  autres,  mais  elles  nepeuvent 
pas  servir,  en  général,  à la  résolution  complète  de  l’équation 
proposée.  Si,  en  effet,  on  cherchait,  par  le  moyen  de  ces  équa- 
tions, à déterminer  une  racine,  a par  exemple,  il  faudrait,  pour 
cela,  éliminer  toutes  les  autres  ; or,  quel  que  soit  le  moyen  que 
l’on  emploie,  je  dis  que  l’équation  obtenue  devra  avoir  pour 
solution  non-seulement  la  valeur  a , mais  encore  les  autres 
racines  b,  c ...  k,  l.  Si  l’on  remarque,  en  effet,  que  les  racines 
entrent  absolument  de  même  dans  les  équations  [3] , que  rien 
ne  les  y distingue  les  unes  des  autres,  on  conclura  que  si  l’on 
parvient  par  certains  calculs  à éliminer  toutes  les  racines  à 
l’exception  de  a , des  calculs  tout  semblables  auraient  pu  éli- 
miner toutes  les  racines  autres  que  b par  exemple,  sans  qu’il 
y eût  dans  le  résultat  d’autre  différence  que  le  changement  de 
a en  b : c’est  donc  la  môme  équation  S laquelle  a et  b doivent 
satisfaire,  et,  comme  on  en  peut  dire  autant  des  autres  racines, 
il  est  évident  que  l’équation  en  a doit  avoir  pour  racines 
a,  b,  c ...  k,  l,  et  qu’elle  ne  doit,  par  conséquent  (201),  pas 
différer  de  l’équation  proposée  elle-même.  Cette  conclusion 
peut  d’ailleurs  se  vérifier  d’une  manière  bien  simple. 

Reprenons  en  effet  les  équations  [3] 

Ai  = — (a-\-b  c-\- ...  -j-A-J-/), 

At  = (aè-f-ac-f ...), 

A3  = — (abc -^-abd  -J- .. 

kM-=±abc  ...  kl. 

Multiplions  la  première  par  a"-’,  la  seconde  para"-*,  la  troi- 
sième par  a”-3 la  dernière  par  a,  et  ajoutons-les ; on  re- 
connaîtra facilement  que  l’on  obtient  ainsi  l’équation 

Aia"-1  -(-  A,a"“*  + .. . -j-  Am  = — a", 

qui  n’est  autre  chose  que  l’équation  proposée  dans  laquelle  a 
est  remplacé  par  x. 

29G.  Remarque.  Il  ne  faut  pas  affirmer,  en  vertu  de  ce  qui 
précède,  que  les  équations  [3]  ne  peuvent  jamais  conduire  à la 
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résolution  d’une  équation  algébrique.  11  est  prouvé  seulement, 
qu’en  cherchant  à atteindre  ce  but  par  l’élimination  de  m—1 
des  racines  cherchées,  on  serait  ramené  à l’équation  proposée 
elle-même;  mais  on  peut  concevoir  d’autres  manières  de  pro- 
céder. Cherchons,  par  exemple,  à déterminer  les  deux  racines 
a et  b de  l’équation 

æ* -f- Ai® -(-  Ai=0, 
en  faisant  usage  des  relations 

a -j-  b = — A, , 
ab  = Ai. 

Formons  le  carré  de  la  première  équation,  et  retranchons-en 
membre  à membre  la  seconde  équation  après  avoir  multiplié 
tous  les  termes  par  4,  il  viendra 

(a  + è)‘  — 4aô  = A,*— 4A,, 
ou  (a — b)*  = Ai  — 4 A» , 

a — b=± :v/Ai*  — 4At. 

Connaissant  a -f-  b et  a — b,  on  en  conclut  facilement  a et  b. 

297.  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  précisant  davantage 
les  conséquences  que  l’on  peut  tirer  (288)  de  la  substitution  de 
deux  nombres  différents  dans  le  premier  membre  d’une  équa- 
tion. 

298.  Théorème  IV.  Si  deux  nombres  a et  ft,  substitués  à x dans 
le  premier  membre  d’une  équation  algébrique  X = 0,  donnent  des 
résultats  de  signes  contraires , ils  comprennent  un  nombre  impair 
de  racines. 

11  faut  entendre  que  les  racines  multiples  sont  comptées  un 
nombre  de  fois  égal  à leur  degré  de  multiplicité. 

Soient  a,  b ...  p les  racines  comprises  entre  « et  p,  Q le  quo- 
tient de  la  division  de  X par  (x  — a){x — b)...{x—p)\  en  sorte 
que 

X = (x—a)(x—b)  ...(,x—p)Q, 
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Q désignant  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  aux 
racines  imaginaires  et  aux  racines  réelles  non  comprises  entre 
a et  p.  Si  l’on  fait  successivement,  dans  cette  équation,  x—i, 
a;=p,  on  aura 


X«  = (a  — «)(a  — b)  ...  (a  — P) Q., 

X(=(p— a)(p-6)  ...(p-pMJn, 

X.,  Q«,  X„  Q?  désignant  ce  que  deviennent  les  polynômes  X, 
Q,  lorsque  l’on  y substitue  à a;  la  valeur  a ou  la  valeur  p.  Par 
hypothèse , X.  et  Xp  sont  de  signes  contraires.  Il  doit  donc  en 
être  de  même  des  seconds  membres.  Or  Q„  et  Qj,  sont  de  mêmes 
signes  : car,  sans  cela , l’équation  Q = O aurait  une  racine  au 
moins  (28S)  comprise  entre  a et  p.  Il  faut  donc  que  les  pro- 
duits 

(a  — a)(a  — b)  ...  (a—  p), 

(P  — «X? — b)  ...  (p — p) 

soient  de  signes  contraires;  et  comme  tous  les  facteurs  du  pre- 
mier sont  négatifs,  et  tous  ceux  du  second  positifs,  il  faut  évi- 
demment que  le  nombre  de  ces  facteurs,  et,  par  suite,  le  nom- 
bre des  racines  a,  b ...  p soit  impair. 

On  verrait  absolument  de  même  que  si  deux  nombres  don- 
nent des  résultats  de  même  signe , ils  contiennent  un  nombre 
pair  de  racines  (ce  nombre  peut  être  zéro). 

RÉSUMÉ. 

282.  Toute  fonction  entière  et  rationnelle  d’une  variable  x varie  d’une 
manière  continue.  — 283.  On  peut  toujours  donner  à x une  valeur 
assez  grande  pour  que  ta  fonction  prenne  le  signe  de  son  premier  terme. 
— 284.  Signe  d’une  fonction  de  degré  pair  ou  d’une  fonction  de  degré 
impair  lorsque  la  variable  reçoit  de  grandes  valeurs  positives  et  néga- 
tives. — 2815.  Si  deux  nombres  a et  6,  substitués  à o,  donnent  à f(x), 
des  valeurs  de  signes  contraires,  l’équation  f(x)  = 0 admet  en  moins 
une  racine  comprise  entre  a et  6.  — 286.  Une  équation  de  degré  impair 
a toujours  une  racine  réelle  de  signe  contraire  à son  dernier  terme.  — 
287.  Une  équation  de  degré  pair,  dont  le  dernier  terme  est  négatif,  a 
deux  racines  réelles  au  moins,  l’une  positive,  l’autre  négative.  — 
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288.  On  admet  que  toute  équation  a une  racine  réelle  ou  imaginaire. 

— 288.  Toute  équation  de  degré  m a précisément  m racines,  et 

leur  premier  membre  est  le  produit  de  m facteurs  du  premier  degré.  — 
290.  Un  produit  ne  peut  être  nul  que  si  l’un  des  facteurs  est  égal  à 
.zéro.  — 281 . Deux  équations  qui  ont  les  mêmes  racines  ne  diffèrent 
que  par  un  facteur  constant.  — 282.  Deux  polynômes  de  degré  m 
égaux  pour  m-j-1  valeurs  de  la  variable , sont  identiques.  — 295.  Dé- 
finition des  racines  égales.  — 284.  Si  a-)- 6 est  m fois  racine 

d'une  équation  à coefficients  réels,  il  en  sera  de  même  de  a — b y/ — 1. 

— 298.  Expression  des  coefficients  d’une  équation  en  fonctions  de 
racines.  Les  relations  ne  peuvent  pas  conduire,  par  élimination , à la 
résolution  de  l’équation.  — 288.  11  ne  faut  pas  affirmer  que,  par  une 
autre  voie , il  soit  impossible  qu’elles  fournissent  l’expression  des  ra- 
cines. — 297-298.  Si  deux  nombres  a et  g substitués  dans  f (x) 
donnent  des  résultats  de  signes  contraires , ils  comprennent  un  nombre 
impair  de  racines;  s’ils  donnent  des  résultats  de  même  signe,  ils  en 
comprennent  un  nombre  pair. 


EXERCICES. 

I.  Trouver  le  maximum  du  produit  x(p  — x1)  lorsque  x varie 
de  0 àp. 

Eu  conclure  les  conditions  pour  que  l’équation 
x(p  — x')=q 

admelte  deux  racines  positives. 

II.  Chercher  les  conditions  pour  que  l’équation 

x" — pxK-\-q  = 0 
admette  deux  racines  positives. 

III.  L’équation 

— — \ — 5-H — - — h -H — — .=* 

x — a x — b x — c x — l 

admet  m racines  réelles  si  o,  b,  ...  I représentent  ni  nom-  ■ 
bres  distincts. 
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IV.  Si  i’équalion 

xm — kxm~'  -J-  Bx"*~‘  — Cxm~*  -f-  D#"1-* — ...— 0 

a toutes  les  racines  réelles. 

On  a , nécessairement , 

A’ — 2B>0, 

B’  — 2AC+2D>0, 

C’— 2BD  + 2AE  — 2F>. 


On  le  démontrera  en  posant  y = x1;  et  remarquant  qu’après 
avoir  rendu  l’équation  en  y rationnelle,  les  coefficients  de 
celle-ci  doivent  être  alternativement  positifs  et  négatifs. 

V.  Si  ai,  a,... <x„,  sont  n racines  de  l’équation 
xm  -f  A,*"~‘  + A &m-1 4- ...  -f  Am  = 0 , 
les  m — n autres  racines  satisfont  à l’équation 

ar~* 4-(Ai  4-  2a,)x”-n-‘  4-  (A,  -f-  AjZct,  4- Iatai)xm-K-i 
4”  CA.®  — |—  Aj2«i  4~  Ai2*ia,  4-  2ai*j3j)a;w-'‘~s  4~  ••  • =0  ; 

Za,,  Sa,*,,  Zataja,  désignant  la  somme  des  racines,  la  somme 
de  leurs  produits  deux  à deux,  etc.,  en  comprenant  dans  ces 
sommes  les  produits  où  la  même  racine  figure  plusieurs  fois. 
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299.  Le  but  de  ce  chapitre  est  la  démonstration  d’un  théorème 
célèbre  qui  permet  d’assigner  à la  seule  inspection  d’une  équa- 
tion algébrique,  une  limite  supérieure  du  nombre  des  racines 
positives  qu’elle  peut  avoir. 

La  démonstration  de  ce  théorème  repose  sur  un  lemme  que 
nous  établirons  d’abord. 

Lemme.  Si  l’on  multiplie  par  x — a un  polynôme  entier  et 
rationnel  ordonné , suivant  les  puissances  décroissantes  de  x,  les 
coefficients  du  produit,  considérés  à partir  du  premier,  présentent 
au  moins  un  changement  de  signe  de  plus  que  ceux  du  multi- 
plicande. On  suppose,  bien  entendu,  dans  l’énoncé  précédent, 
que  a désigne  un  nombre  positif. 

Soit  f{x)  le  multiplicande  considéré.  Supposons,  pour  fixer 
les  idées,  que  son  premier  terme  ait  un  coefficient  positif;  dé- 
composons ce  polynôme  en  groupes  de  termes,  dans  chacun 
desquels  tous  les  coefficients  aient  le  môme  signe.  Le  premier 
groupe  se  compose  du  premier  terme  et  de  tous  les  termes  po- 
sitifs qui  le  suivent  sans  interruption  ; le  second  groupe  com- 
mencera au  premier  terme  négatif,  et  comprendra  tous  les 
termes  négatifs  compris  entre  celui-là  et  le  premier  des  termes 
positifs  qui  viennent  après  ; ce  terme  sera  le  premier  du  troi- 
sième groupe,  et  ainsi  de  suite  : il  est  bien  entendu  que  chaque 
groupe  peut  ne  contenir  qu’un  seul  terme.  Écrivons  le  pre- 
mier terme  de  chaque  groupe 

Axw-j — \-„ . — Pa? . . .+Q®4-}-  4".  • • — R*r-  • .±Ux“±± . . ,±V, 

les  termes  que  l’on  n’écrit  pas  étant  tous  de  même  signe  que 
le  premier  terme  écrit  à leur  gauche,  et  qui  commence  le 
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groupe  auquel  ils  appartiennent;  il  est  bon  de  remarquer  que 
tous  les  termes  éerils  servent  (le  commencement  à un  groupe 
à l’exception  du  terme  ±V,  qui  termine,  au  contraire,  le 
groupe  auquel  il  appartient. 

Multiplions,  actuellement,  le  polynôme  ainsi  écrit  par  le  mul- 
tiplicateur a:  — «,  et  attachons-nous  seulement  à former,  dans 
le  produit,  les  termes  en  x"*-1,  xp+\  x’+‘,  xr+1, ...  x“+1,  et,  en 
outre,  le  dernier  terme  +V«. 

On  verra  de  suite  : 

Que  le  coefficient  du  terme  en  x’'**1  est  positif; 

Que  le  coefficient  du  terme  en  xr+l  est  négatif; 

Que  le  coefficient  du  terme  en  xq+i  est  positif; 

Que  le  coefficient  du  terme  en  x "+1  a le  signe  ±;  c’est-à-dire 
le  même  signe  que  celui  du  terme  en  x“  dans  le  mul- 
tiplicande. 

Le  terme  en  x*4-1,  dans  le  produit, 'provient,  en  effet,  du  produit 
de  Ax”  par  x. 

Le  terme  en  x ***,  provient  du  produit  — Px**"1  de  — Px* 
par  x,  et  du  produit  par  — a,  du  terme  qui  le  précède  immé- 
diatement; or,  ce  terme  ayant,  d’après  nos  conventions,  un 
coefficient  positif,  son  produit  par  — a aura  un  coefficient  né- 
gatif qui , ajouté  à — P,  coefficient  de  — Px»*-1,  donnera  néces- 
sairement une  somme  négative.  Le  terme  en  x,+I,  provient  du 
produit  Qx,+1  de  -f-  Qx5  par  x,  et  du  produit  par  — a,  du  terme 
qui  le  précède  immédiatement;  or,  ce  terme  ayant,  d’après 
nos  conventions,  un  coefficient  négatif,  son  produit  par — a 
aura  un  coefficient  positif  qui,  réuni  à +Q,  coefficient  de 
+ Qx,+1,  donnera  nécessairement  une  somme  positive. 

La  démonstration  est  la  môme  pour  les  termes  suivants. 

Ajoutons  que  le  dernier  terme  du  produit,  provenant  sans 
réduction  du  produit  de  ±V  par  — a,  aura  nécessairement  le 
signe  qr,  en  sorte  que  le  produit  peut  s’écrire 

[2]  Ax”+l. . .— PV+1. . .+Q'x,+1. . . — R'xr+1 . . .±U'x“+1 . . -rpVa  ; 

P',  Q',  R',  U',...  désignant  des  nombres  positifs,  et  les  termes 
non  écrits  ayant  un  signe  incertain. 
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Or,  à l’inspection  de  ce  produit  [2],  on  voit  qu’il  u au  moins 
une  variation  de  plus  que  le  multiplicande  [1|.  En  etTct  : 

De  Kxm+'  à — P'af+I,  nous  avons  au  moins  une  variation,  et 
il  n’v  en  a qu’une  dans  la  partie  correspondante  du  multi- 
plicande. 

De  — •P'a',’+,  à -f  Q'x,+1,  nous  avons  au  moins  une  variation, 
cl  il  n’y  en  a qu’une  dans  la  partie  correspondante  du  multi- 
plicande. 

Nous  continuerons  le  même  raisonnement  jusqu’au  terme 
±U'xu+1,  et  nous  verrons  qu’il  y a,  jusqu’à  ce  terme,  autant  de 
variations  de  signe  au  moins  dans  le  produit,  qu’il  y en  a 
en  tout  dans  le  multiplicande.  Mais  après  le  terme  ±ü'x“+l,  le 
produit  présente  encore  au  moins  une  variation,  puisque  ce 
terme  n’a  pas  le  même  signe  que  le  dernier  terme  +V«,  cl, 
par  conséquent,  il  y a dans  le  produit  au  moins  une  variation 
de  plus  que  dans  le  multiplicande.  C’est  précisément  ce  qu’il 
fallait  démontrer. 


500.  Supposons  actuellement  que  l’on  considère  une  équa- 
tion algébrique 

? (*)  = 0 , 

et  soit  f{x)  le  produit  des  facteurs  simples  qui  répondent  aux 
racines  négatives  ou  imaginaires  de  cette  équation.  De  telle 
sorte,  qu’en  nommant  a,  p,  y,...  les  racines  positives,  on  ait 


<t (*}  = f(x) {X- — a)  {X  — P)  (X  — y)  • . 

D’après  le  lemme  précédent,  le  produit  f (x)  (x — a)  admet  au 
moins  une  variation  déplus  que  f[x)  : le  produit  f(x)(x — a)(x — p), 
une  au  moins  de  plus  que  le  précédent,  et,  par  suite,  deux  de 
plus  que  f{x)\  f{x)[x — a)(x  — P)(x— y),  en  admet  au  moins 
trois  de  plus,  et  ainsi  de  suite;  et,  par  conséquent,  lors  même 
que  f(x)  aurait  tous  les  termes  de  même  signe,  le  produit  <?(x) 
a autant  de  variations,  au  moins,  qu’il  y a de  racines  a,  p,  y,.,.. 

Si  toutes  les  racines  de  <pix)  = 0 étaient  positives,  on  suppo- 
serait f x)  = l,  et  la  conclusion  n'en  subsisterait  pas  moins. 

On  peut  donc  énoncer  le  théorème  suivant  : 


Une  équation  algébrique 

<p(x)  = 0 


21 
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dont  le  premier  membre  est  une  fonction  rationnelle  et  entière 
de  x,  ne  peut  pas  avoir  plus  de  racines  positives  qu'il  n’y  a de 
variations  de  signes  dans  les  coefficients  de  f (x). 

301.  Soit 

[1]  *V  *(*)=0 

une  équation  algébrique.  Si  — a désigne  une  racine  négative 
de  cette  équation , on  aytf , 

et,  par  suite,  x = + a est  racine  de  l’équation 

[2]  <p(—  a;)  = 0 

obtenue  en  changeant  dans  la  proposée  a;  en  — x.  Cette  équa- 
tion [2]  admet  donc  pour  racines  positives  les  racines  négatives 
de  l’équation  [l]  ; et , par  suite , en  lui  appliquant  le  théorème 
de  Descartes , on  aura  une  limite  du  nombre  possible  de  ces 
racines  négatives. 

302.  Le  théorème  de  Descartes  fournit  une  limite  supérieure 
du  nombre  des  racines  positives  ou  négatives  que  peut  avoir 
une  équation.  Mais  il  arrive  souvent  que  cette  limite  ne  soit  pas 
atteinte,  et  que  le  nombre  des  racines  positives,  par  exemple, 
soit  moindre  que  le  nombre  des  variations  du  premier  membre. 

On  peut  démontrer  seulement  que  si  ces  deux  nombres  sont 
différents,  leur  différence  est  toujours  un  nombre  pair. 

En  d’autres  termes,  si  une  équation  a un  nombre  pair  de 
variations,  elle  a aussi  un  nombre  pair  de  racines  positives,  et, 
si  elle  a un  nombre  impair  de  variations,  elle  a un  nombre 
impair  de  racines  positives. 

Remarquons,  pour  le  prouver,  qu’une  équation  qui  a un 
nombre  pair  de  variations,  a évidemment  son  dernier  terme 
positif;  par  suite,  en  faisant  x—0  et  x=oo,  on  aura  des  ré- 
sultats de  même  signe,  et  le  nombre  des  racines  positives 
est  (298j  pair.  Si  le  nomlÿie  des  variations  est  impair,  le  der- 
nier terme  est  négatif;  x=0,  substitué  dans  le  premier  membre, 
donne  donc  un  résultat  négatif;  x—<x>  donne  toujours  (283) 
un  résultat  positif;  et,  par  suite,  (2D8)  entre  0 et  oo , il  y a un 
nombre  impair  de  racines  positives. 
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303.  Il  arrive  souvent  que  l’application  de  la  règle  de  Des- 
cartes rende  certaine  l’existence  de  racines  imaginaires.  Si,  en 
effet,  le  nombre  possible  de  racines  positives,  ajouté  au  nombre 
possible  de  racines  négatives,  forme  une  somme  moindre  que 
le  degré  de  l’équation , il  faut  bien  qu’il  y ait  des  racines  ima- 
ginaires. 

Soit,  par  exemple,  l’équation 

x’ 5x‘ -j- 2x  — 1 =0, 

son  premier  membre  n’a  qu’une  variation;  elle  ne  peut  donc 
avoir  qu’une  seule  racine  positive. 

Si  on  change  a;  en  — x,  la  transformée  est 

x8  — 5x*  — 2x  — 1 =0, 

qui  n’a  aussi  qu'une  variation,  et  qui  ne  peut  avoir,  par  suite, 
qu’une  racine  positive.  La  proposée  ne  peut  donc  avoir  que 
deux  racines  réelles,  et  elle  a,  par  conséquent,  au  moins  six  ra- 
cines imaginaires. 

On  peut  remarquer  que  les  deux  racines  que  la  règle  de 
Descartes  indique  comme  possibles,  existent  certainement  dans 
ce  cas;  l’excès  du  nombre  des  variations  sur  le  nombre  des  ra- 
cines positives  étant,  en  effet,  pair  (302),  il  faut  bien  qu’il  soit  0, 
dans  le  cas  où  il  n’y  a qu’une  seule  variation. 

RÉSUMÉ. 

209.  But  de  ce  chapitre.  — Si  l’on  multiplie  un  polynôme  entier 
en  x par  x — a,  a étant  positif,  le  produit  a au  moins  une  variation 
de  plus  que  le  multiplicande.  — 300.  Le  nombre  des  variations  d’une 
équation  est  au  moins  égal  au  nombre  des  racines  positives.  — 
301.  Limite  du  nombre  des  racines  négatives.  — 302.  L’excès  du 
nombre  des  variations  sur  le  nombre  des  racines  positives  est  un 
nombre  pair.  — 303.  Le  théorème  de  Descartes  apprend  quelquefois 
qu’il  existe  des  racines  imaginaires. 

EXERCICES. 

I.  Si  l’on  a une  équation 

Xm -j-  AiX"-1  + AjXm-'  -f- . . . -f-  Am  = 0 , 
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que  l’on  multiplie  les  termes  respectivement  par  a,  a-\-b, 
a -(-26  ...  a-\-mb.  a cl  b étant  des  nombres  positifs,  on  for- 
mera une  équation  qui  a une  racine  comprise  entre  deux  ra- 
cines consecutives  de  la  proposée,  excepté  entre  la  plus  petite 
racine  positive  et  la  racine  négative  qui  la  précède. 

II.  Si  une  équation  algébrique  a loulcs  scs  racines  réelles, 
A.  B,  G,  D désignant  quatre  coefficients  consécutifs  , Bs — AC 
et  C! — BD  sont  de  mêmes  signes. 

III.  S’il  arrive  qu’en  multipliant  le  premier  membre  d’une 
équation  par  x — a,  on  introduise  plus  d’une  variation,  l’équa- 
tion a nécessairement  des  racines  imaginaires. 
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Facteurs  communs  à deux  polynômes. 

50  î.  Nous  avons  vu  (280)  qu’une  fonction  entière  de  la  va- 
riable x peut  toujours  se  décomposer  en  facteurs  du  premier 
degré,  de  la  forme  (x — a),  a désignant  un  nombre  réel  ou 
une  expression  imaginaire  indépendante  de  x.  La  décom- 
position ne  peut  se  faire  que  d'une  seule  manière , et  cha- 
que polynôme  admet  seulement  un  nombre  de  facteurs  égal 
.1  son  degré.  En  général , deux  polynômes  différents  admet- 
tront des  facteurs  inégaux  , et  ce  sera  seulement  dans  des  cas 
particuliers  qu’ils  en  auront  un  ou  plusieurs  de  communs.  Il 
est  important,  dans  plusieurs  recherches  d’algèbre,  de  savoir 
décider  si  deux  polynômes  donnés  se  trouvent  précisément 
dans  un  de  ces  cas , et  quel  est  alors  le  produit  des  facteurs 
communs  que  l’on  nomme  plus  grand  commun  diviseur  des 
deux  polynômes. 

Soient  <p(x)  et  <pi(x)  les  deux  polynômes  ordonnés  suivant 
les  puissances  décroissantes  de  x.  Supposons  cp(x)  de  degré 
supérieur  à*i(x),  et  divisons  le  premier  de  ces  polynômes  par 
le  second.  Soient  Q le  quotient  et  ij(x)  le  reste,  on  aura 

Ÿ(ar)=Q?i(x)-H,(x); 

et  cette  égalité  prouve  que  le  produit  des  facteurs  communs 
à «p(x)  et  à çéx)  est  le  même  que  celui  des  facteurs  communs 
à <pi(x)  et  à ft{x). 

Soit,  en  effet,  ( x — «)  un  facteur  commun  à ip(x)  et  à tp,(x)  qui 
figure  p fois  dans  chacun  de  ces  deux  polynômes;  cp(x)et  <j>,(x) 
étant  divisibles  par  ( x — la  somme 
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et  l’une  de  ses  parties, 

admettent  évidemment  ce  diviseur;  et  il  en  est , par  suite  , de 
même  de  l’autre  partie  de  la  somme,  c’est-à-dire  de  fs(ar). 

On  verra  de  même  que  si  tfx)  et  <p,(a:)  admettent  p fois  un 
facteur  ( x — a) , il  en  sera  de  même  de  <f(x). 

11  est  bien  entendu  que , dans  ce  qui  précède , on  peut  avoir 
P= 1- 

D’après  cela , les  facteurs  communs  à y(x)  et  à ®,(r)  sont  les 
mêmes  que  les  facteurs  communs  à <pt(a:)età  <piOz);  ils  doivent 
être  pris  dans  les  deux  cas  avec  les  mêmes  exposants  ; et , par 
suite,  le  plus  grand  commun  diviseur  de  f(x)  et  de  tp,(«)  est  le 
même  que  celui  de  y,(x)  et  de  <t*x). 

On  ramènera  de  la  même  manière  la  recherche  du  plus 
grand  commun  diviseur  de  <p,(.r)  et  de  ylx)  à celle  du  plus 
grand  commun  diviseur,  entre  ^(x)  et  le  reste  ®4,x)  de  la  divi- 
sion de  fi  par  <p , ; on  continuera  ainsi  à substituer  aux  poly- 
nômes proposés  d’autres  polynômes  dont  le  degré  ira  sans  cesse 
en  diminuant , et  lorsqu’on  parviendra  à une  division  qui  se 
fera  exactement , le  diviseur  de  cette  dernière  opération  sera 
le  plus  grand  commun  diviseur  cherché. 

Si  l’on  parvient  à un  reste  numérique  avant  d’avoir  rencontré 
une  division  qui  réussisse,  les  polynômes  proposés  n’ont  aucun 
facteur  commun  et  il  n’y  a pas  de  plus  grand  commun  diviseur. 

Remarque.  En  cherchant  le  produit  des  facteurs  communs 
à deux  polynômes  on  ne  se  préoccupe  aucunement  des 
facteurs  numériques.  On  peut  donc  multiplier  l’un  des  polynô- 
mes donnés,  ou  l'un  quelconque  des  restes  obtenus  dans  l’opé- 
ration , par  un  facteur  numérique  quelconque  ; on  profite 
souvent  de  cette  remarque  pour  éviter  l’introduction  des  dé- 
nominateurs numériques.  Il  suffit,  pour  cela,  de  multiplier  les 
dividendes  successifs  par  le  coefficient  du  premier  terme  du 
diviseur,  et  on  doit  prendre  cette  précaution,  non-seulement 
pour  les  fonctions  successives  f,  fi,  fi,  fi,  ...,  qui  servent 
successivement  de  diviseurs , mais  aussi  pour  les  dividendes 
partiels  qui  se  présentent  dans  le  cours  de  chaque  division. 

Supposons,  par  exemple,  qu’en  divisant  <p(æ)  par  f,(x),  on  ait 
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trouvé  au  quotient  un  certain  nombre  de  termes  dont  je  re- 
présenterai l’ensemble  par  Qf. 

Soit  ce  qui  reste  du  dividende  lorsqu’on  en  a retranché 
le  produit  de  Qt  par  le  diviseur,  on  a 

*(*)=Qi?i(aO+'K«); 

et  l’on  prouvera , comme  (30  î) , que  les  facteurs  communs 
à <ftx)  et  à tp,(x)  sont  les  mômes  que  les  facteurs  communs 
à et  à <v,(x) , et , par  suite  aussi , que  les  fadeurs  communs 
à ktyx)  et  h spi(x),  k étant  une  constante  quelconque;  il  est  donc 
permis  de  continuer  l’opération  après  avoir  multiplié  le  divi- 
dende partiel  |(<r)  par  un  facteur  numérique  k. 

303.  Exemples.  Soit  à chercher  le  produit  des  facteurs  com- 
muns aux  deux  polynômes 

x 7 — 3a^-|-a;5 — 4 a:’-}- 12# — 4, 

2*‘  — 6#*+ 3#*— 3#  + 1 . 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

v/X—  x 7 — 3#"+  — 4#1-{-12# — 4 

Ÿ,ar=2x* — 6x,-f3ir’ — 3x  -f-  1 

2x;— Cat*+2acs-8iJ+24jr— 8 | 2x'— exs+ta3— 3s+l 

2x’— Sx'+Sx1 — 3x<+  x3  x3— x 

— xs+3x‘—  x3—  8x*+2ix—  8 
— 2xs+6x'— 2x>—  1 6x‘+48x—  1 6 
— 2*s-f6*3— Sa^-f  3x! — * 

z’1— 19x’-f  49x— 16 

2x*—  6x’+  3x3 — 3x+l  | x'—  19x3+49x— 16 
2iH— 38x3+98x5— 32x  2x+32 

32x' — 95x3+  291+1 
32r3-608x3+ 15681-5 12 
513x3— 1539X+513 
x3—  3x+l 

x3—  19JS+49X— 16  | x3— 3x+l 
x3—  Sx’-f  x x-16 

— 16*3+48x— 16 
— 16x3-f48z— 16 
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Ainsi  donc,  le  produit  des  facteurs  communs  est  (r*— 3ar+l)  ; 
et  l’on  a : 

yx—(x' — 3a;-f-l).(  a? — 4), 
ylx=[xl— 3a:-|-l).(2a?-|- 1). 

On  remarquera  que,  dans  les  operations  précédentes,  le  poly- 
nôme cp  (x)  et  le  premier  reste  de  la  première  division  ont  été 
multipliés  par  2,  et  lcreslede  la  seconde  division  divisé  par  5 13. 
Celte  introduction,  ou  suppression  de  facteurs  numériques,  est 
permise,  comme  on  l’a  remarqué  plus  haut,  quoiqu’elle  change 
les  quotients  successivement  obtenus.  Ainsi , par  exemple , en 
divisant  <p(a?)  par  cp,(a;),  sans  faire  usage  de  ces  simplifications, 
on  trouverait  pour  quotient 

x 5 x 

2 4 

au  lieu  de  x 1 — x que  nous  avons  obtenu;  mais  les  quotients 
n’étant  d’aucun  usage,  cela  n’a  pas  d’inconvénients. 

Exemple  II.  Considérons  pour  second  exemple  les  deux  po- 
lynômes : 

x?  — 49a,*  -f  67  a?  -f  10a?—  25a:  — 4 , 
et  2a? — 18a?-{-39a? — 25a?+a;-|-  1. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

— 98xa4-1  Slaÿ’-f-  20z’— 50i—  8 | 2a*—  18J-H-39I3— 25i’+x+1 
2#—  18a*+  39j*—  253?+  s»+  x a:+9 

18ais— 137a?+159a?+  19lJ— Six—  8 

1 8a?— 16?g«+351a?— 225a?+  9x+  9 
25a?-  192x3+244a?— 60ï— 17 

50is-  450a?+  975a?—  625a?+  25x+  25  | 25a?-l92a?+244x’-60a:-17 
&Qj>—  3841*+  488s3—  120s1—  34i  2*  — 66 

" — 66++  487a?—  505+ + 59x+  25 

— îeSO^+lînSi3— I2625i,+  1475a:-|-  625 
— 1 650il-H2672ac3 — I6l04x’+3960i+1122 

— 4973?+  3479a? — 2485s — 497 

— #+  W—  5x—  î 

25a?— 192a?+244a?— 60a;— 17  [ a?— 7++5X+1 
25a^— 175JJ+l25ai»+25a!  25x— 17 

- 17++ Il  9a?— 85a:— 17 

- 17a?+119a?— 85* — 17 


i 
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Le  produit  des  facteurs  communs  est  donc  (a?3— 7.r*+5x+l)  ; 
et  en  divisant  par  ce  produit  les  deux  polynômes  <px  et  <ftx,  on 
aura  : 

yx=(x?— 7a3+5a:+l) . (®s-f7x*— 5x— 4) 
et  7a;*+5a:+l).(2a:1— 4x-)-l). 

Nous  remarquerons,  comme  plus  haut,  que  diverses  simpli- 
lications  ont  été  apportées  aux  divisions  précédentes  : 

Dans  la  première,  on  a multiplié  le  dividende  par  2; 

Dans  la  seconde,  le  dividende  a été  multiplié  par  25 
ainsi  que  le  premier  dividende  partiel  ; le  reste  a été  divisé 
par  497. 

Exemple  III.  Nous  chercherons  encore  le  plus  grand  commun 
diviseur  entre 

x*—  7^+15^—  40.zM-48x— 16 
et  6^— Sôx'+eOar3— 80r  +48. 

Voici  le  tableau  des  opérations  : 

6i«— 42x»+  90*‘-240*,+  288*—  96  | 6*»— 35x*+60*»— 80*+48 
68j-35j*4-  60*'—  80**4-  48*  * — 7 

— 7*5+  30*'— 160*14-  240*—  06 
-42*s+180*‘-960i1+1440i— 876 
— 42*>+24S*<— 420**+  860*— 336 
— 68*l+420i3— 960**+  880*— 240 
— 13**+  84x)-192*‘+  176*—  48 

78*»— 488**+  780*>—  1040®+  624  | I3*<— 84*1+19?*î— 176*+48 
78*»— 804*I+11S2*3 — 1086*»+  288*  6*  + 49 

+ 49*»—  372*»+  1086*=—  1328*+  624 
637*‘-4836*J+13728*J— 17264*+81 12 
637**— 4116*»+  94  08*3—  8624*+2382 

— 720iJ+  4320*3 — 8640*+8760 

— *»+  6*J-  12*+  8 

1 3t* — 84*3+ 1 92**—  1 76*+48  | *'-6*,+12i— 8 

13*<— 78*’+18G*,-104*  ' 13*—6 

— 6*>+  36*1 — 72*+48 

— 6*»+  3ÜJ1 — 72J+48 


Donc  le  facteur  commun  est  a;3 — &c*+ 1 2x — 8. 

Dans  ces  divisions  on  a introduit  et  supprimé,  comme  dans 
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les  précédentes,  des  facteurs  numériques,  que  le  lecteur,  suffi- 
samment averti,  apercevra  sans  peine. 


Racines  communes  à deux  équations. 

306.  La  théorie  qui  précède  permet  de  ramener  la  recherche 
des  racines  communes  à deux  équations,  à la  résolution  d’une 
équation  qui  ne  contient  plus  qu'elles  seules,  et  qui  est,  par 
conséquent,  de  degré  moindre  que  les  proposées.  Il  est  clair, 
en  effet,  que  le  produit  des  facteurs  communs  à deux  poly- 
nômes, étant  égalé  à zéro,  donnera  précisément  les  racines  qui 
les  annulent  l’un  et  l’autre. 

Soient,  par  exemple,  les  équations 

a*  — 49a?  67a?  + 1 la?  — 25a;—  4 = 0, 

2a?— 18a?  + 39a?  + 25a?  + x +1  = 0; 

on  a vu  (303),  que  le  produit  des  facteurs  communs  à leurs 
premiers  membres,  est 

x * — 7 a?  + bx  + 1, 

et,  par  suite,  les  racines  communes  s’obtiendront  en  résolvant 
l’équation  du  troisième  degré 

a?  — 7a?  + 5x  + 1 = 0. 


But  de  la  théorie  des  racines  égales. 

307.  Les  procédés  employés  pour  la  résolution  des  équations 
numériques,  exigent  que  ces  équations  n’ admettent  pas  de  ra- 
cines égales.  Il  est  donc  essentiel  de  résoudre  les  deux  ques- 
tions suivantes. 

1°  Une  équation  algébrique  étant  donnée,  reconnaître  si  elle 
a des  racines  égales. 

2°  Une  équation  ayant  des  racines  égales,  ramener  sa  réso- 
lution à celle  de  plusieurs  autres  équations  de  degré  moindre, 
et  dont  les  racines  soient  inégales. 


\ 
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Moyen  de  reconnaître  si  une  équation  a des  racines  égales. 


508.  On  dit  qu’une  équation  ? (x)=0,  admet  n fois  la  racine 
a,  lorsque  y(x)  est  divisible  par  (x — a)H ; le  théorème  suivant 
exprime  les  conditions  nécessaires  pour  qu’il  en  soit  ainsi. 


Théorème  I.  Pour  qu’un  nombre  a soit  n fois  racine  d’une 
équation  algébrique  <j/(x)  = 0,  il  est  nécessaire  et  suffisant  que, 
substitué  à x,  il  annule  la  fonction  ç(x)  et  ses  n — 1 premières 
dérivées. 

On  a,  en  effet,  identiquement 

x — a-\-[x  — a), 
ç(æ)  = <p  [«+(*  — a)]. 


En  développant  <p(«  + x — a)  par  la  formule  générale  donnée 
(240) 


T(g)=?(a)+ <f' {a){x— a)  + y"(a) ^ -f  ..■+  9 


1.2...J» 


+•••+ 


1.2. ..m 


(x  — a)". 


A la  seule  inspection  de  cette  formule,  on  voit  que  la  condi- 
tion énoncée  est  suffisante.  Si  l’on  a,  <p(a)  = 0,  <p' (a)  = 0, 
tous  les  termes  restant  dans  le  second  membre 
contiendront  ( x — a)n  en  facteur,  et  <?(x)  sera  par  conséquent 
divisible  par  (x — af. 

Je  dis  de  plus  que  cette  condition  est  nécessaire  ; supposons 
en  effet  que  <o(x)  étant  divisible  par  (x — a)”,  et  fr(x)  étant  la 
première  des  dérivées  de  <?(x)  qui  ne  s’annule  pas  pour  x=a, 
on  ail  ; l’équation  précédente  deviendra 


nP+‘ 


(«) 


1.2...(p+l) 

fm(a) 


+■  ■ 


(x  — af+' 
(x  — a)m\ 


1.2..  .m' 

si  l’on  divise  les  deux  membres  par  (x — a)p,  il  vient 
■Jffe)  | {x  a]  | | 9m(à>,  r.r 
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égalité  impossible,  car  y(x)  renfermant  par  hypothèse  {x — a)* 
en  facteur,  et  n étant  plus  grand  que  p,  le  premier  membre 
s’annule  pour  x=a,  et  le  second  prend  une  valeur  différente 

de  zéro,  savoir  : 

1.2...p 

On  peut  déduire  du  théorème  précédent,  les  conditions 
suivantes. 

500.  Théorème  11.  Pour  qu'un  nombre  a soit  n fois  racine 
d’une  équation  algébrique  cp(x)  = 0,  il  est  nécessaire  et  suffisant 
que  substitué  à x , il  annule  le  polynôme  ? (x)  et  qu’il  soit , en 
outre,  n — 1 fois  racine  de  l'équation  dérivée  <p'(x)=0. 

11  résulte,  en  effet,  du  théorème  précédent  que  les  conditions 
nécessaires  et  suffisantes  sont  exprimées  par  les  équations 

*(a)  = 0,  <p'(a)=0...,  tp"-'(«)=0, 

dont  les  n — 1 dernières  expriment  que  a est  racine  de  l’équa- 
tion tf[x)—0  et  de  ses  (n — 2)  premières  dérivées,  et,  par  suite, 
en  vertu  du  théorème  précédent,  que  a est  n — 1 fois  racine 
de  l’équation  y'(x)  — 0. 

510.  Remarque.  Il  résulte  du  théorème  précédent  que  si  l’on 
décompose  le  premier  membre  d’une  équation  et  sa  dérivée  en 
facteurs  simples  correspondants  à leurs  diverses  racines,  à cha- 
que racine  multiple  a,  entrant  n fois  dans  l’équation,  correspon- 
dront, dans  la  dérivée,  n — 1 facteurs  égaux  à ( x — a),  en  sorte 
que,  si  une  équation  <p(a;)  = 0 admet  n racines  égales  ha , p 
racines  égales  à b,  q racines  égales  à c,  r racines  égales  à d,  etc., 
on  a 

<p  [x)  — {x  — a)"  (x  — bf{x — c)v(x  — d)r..., 
f'(x) =(x — a)"-1  (x  — b)p-t  (x — cf-'  (x — d 

et,  par  suite,  tp(;r)  et  <?'(#)  admettent  les  facteurs  communs 
(x — a)"-1,  {x — bf-\  (x — c)*-1,  ( x — dj~'.  Je  dis  de  plus  qu’ils 
n’en  admettent  pas  d’autres,  car,  s’ils  admettaient  un  facteur 
commun  ( x—k ),  k serait  racine  de  ®(a?)  et  de  <?'(#),  cl,  par 
suite  (500),  racine  double  de  tp(x). 
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Réduction  d’une  équation  qui  a des  racines  égales. 

511.  Les  théorèmes  précédents  permettent  de  ramener  la  ré- 
solution d’une  équation  qui  a des  racines  égales,  à celle  de  plu- 
sieurs autres  équations  qui  n’en  ont  pas.  Considérons,  en  effet, 
une  équation  y(x)=0,  et  concevons  son  premier  membre  décom- 
posé en  facteurs  correspondants  à ses  racines.  Soient  X,,  Xs,  X,, 
X4  les  produits  des  fadeurs  de  chaque  degré  de  multiplicité,  pris 
chacun  une  fois  seulement,  savoir:  Xi  le  produit  des  facteurs 
simples;  X2  le  produit  des  facteurs  qui  correspondent  à des  ra- 
cines doubles,  pris  chacun  une  fois  seulement,  et  ainsi  de 
suite;  en  sorte  que  l’on  ait 

ç(x)  = XlX1*Xs,X»‘. 

Le  produit  des  facteurs  communs  au  polynôme  X et  à sa  dé- 
rivée, est,  d’après  les  théorèmes  précédents, 

P = x.x.v. 

Le  produit  Pi  des  facteurs  communs  à P et  à sa  dérivée,  est 
de  môme 

P,  = X3X,‘. 

Enlin,  le  produit  P«  des  facteurs  communs  à P,  et  à sa  dé- 
rivée est 

P.=  Xt. 

Si  l’équation  proposée  n’admet  pas  de  racines  dont  le  degré 
de  multiplicité  surpasse  4,  P»  n’aura  plus  de  facteurs  communs 
avec  sa  dérivée,  sinon  il  faudrait  continuer  à opérer  de  la  même 
manière.  Maintenant,  en  divisant  chacune  des  équations  pré- 
cédentes par  la  suivante,  il  vient  : 

Y Y Y Y 

-p-  AiAlAjA;, 

£-  = X,X,Xi, 

Et xx 

p A3  A4,  . 

P,  = X*. 
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et  en  divisant  chacune  de  celles-ci  par  la  suivante: 


?(g)Pi 

P* 


X 


i» 


PP* 

17 


X„ 


P,  = xt. 


On  pourra  donc,  par  de  simples  divisions,  trouver  X(,  X»,  Xs 
X*,  et  en  résolvant  les  équations, 

Xi  = 0,  X,  = 0,  Xs  = 0,  X*  = 0, 

qui  n’ont  plus  de  racines  multiples,  on  obtiendra  séparément 
les  racines  simples,  doubles,  triples,  quadruples.  ..delà  proposée. 

312.  Exemple  I.  Appliquons  la  méthode  précédente  à l'équa- 
tion 

<px=  x*-\-  4ar’-}-2a:,-4->12a:-|-45  = 0, 
on  a x =\xl \x  4-  12 

= 4.(*»  + 8**  + * + 3). 

Par  des  divisions  successives,  on  obtient  les  équations  sui- 
vantes : 

4 . <fx=(x-\- 1) . — 2(x*  — 4a:  — 21) 

if’x  = (x-\-7)  .(a? — 4a: — 21)-|-  50;a:  -f-  3) 
x’—4x  —21  = (x+  3)  .(x  — 7) 


Par  conséquent,  le  facteur  commun  à fx  et  <?'x  est  a: + 3. 
— 3 est  donc  une  racine  double;  on  trouve,  en  effet,  par  la 
division 

fx  = (x  -f-  3)*  • (x* — 2a:  -f-  5). 

Exemple  II.  Soit  encore  l’équation 

tfX  = xc — 10a:’  -(-15a:  — 6 = 0, 
on  a <p'a:=5(a^ — 4a:  -f-  3). 

Les  divisions  consécutives  donnent  : 
x * — lOa:*-}-  15a:  — 6=a:(a^ — 4a:  -f-  3)  — 6(a?  — 2a:  +1) 
x*  — 4a:  -f  - 3 = (x*  — 2x  -f- 1 ) . (a?  -f  2a:  -(-  3) 

= (x—  l]P.(«»  + 2*  + 3); 
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le  plus  grand  commun  diviseur  entre  y[x)  et  <?'(x),  est  donc 
(x — 1)*;  la  seule  racine  multiple  est  donc  x=l,  qui  figure  trois 
fois  dans  la  proposée,  et  l’on  a,  en  effet, 

*pa;  — (•T'- "1)*  • (æ*  "4*  3x  + 6) . 

Exemple  III.  Soit  l’équation 

<jwr  = x*  — 7xl  + 15ar*  — 40a:*  + 48a;  — 16  — 0, 

la  première  dérivée  est 

<?' x = 6a;5  — 35a:*  + 60a;5  — 80a;  -)-  48 . 

Nous  avons  déjà  trouvé  (30o)  que  le  produit  des  facteurs 
communs  à ces  deux  fonctions  est 

a? — 6a:’ + 12a: — 8, 

ou  (a:  — 2)*. 

Donc,  l’équation  proposée  admet  quatre  racines  égales  à 2;  on 

а,  en  effet, 

<fx  = (x — 2)* . (a;*  + x — 1). 

Exemple  IV.  Soit  enfin  l’équation 

9x  — x *—  10a;5  + 47a^  — I40a^  -f  271a:*  — 330a:  +225  = 0, 
sa  dérivée  est 

«f'x  — 6a:*  — 50a4  + 188a4  - 420a;*  + 542a;  — 330. 

Les  divisions  successives  donnent  ; 

б . cpa:  = «p'a; . (a:— f)  + ^(a‘  — 10a:5  + 36a;' —70a:  + 75) 

<t'x  = 2(3a+5)(a*-10ar!+36a’-70a:+75)+72(a,-5a!+lla-15) 
a4—  1 Oa^  + 36x* — 70a;  + 75=(x>—  5«*+lla:  — 15)(œ— 5). 

Le  produit  des  facteurs  communs  aux  deux  polynômes  sera 
donc 

3? — 5a:'  + llx — 15. 
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Si  nous  divisons  ce  produit  p;ir  sa  dérivée  après  l’avoir 
multiplié  par  3,  nous  trouvons 

3^— 15x*+33j;— 45  3x'  — 10x-f-  11 

— 5x’-f-22x — 45  x — 5 

ou,  en  multipliant  de  nouveau  par  3 , 

— 15a^  + 66x— 135 
16a?  -1-  80; 

ou,  en  supprimant  le  facteur  16,  le  dernier  reste  peut  êlre 
remplacé  par 

x+5; 

sans  avoir  besoin  de  continuer  l’opération  après  celte  sim- 
plification, on  voit  que  3a:’ — 10a?  + 11,  n’est  pas  divisible 
par  x 4-5,  car  il  ne  s’annule  pas  pour  x=  — 5:  le  commun 
diviseur 

x* — 5a?’ -f-  lia; — 15 

entre  tp(x)  et  sa  dérivée,  n’a  donc  pas  de  facteurs  multiples,  et, 
par  suite,  ç(x)  a seulement  trois  racines  doubles,  dont  les  va- 
leurs sont  les  racines  de  l’équation 

y?  — 5x*  -f-  lia; — 15  = 0. 

RÉSUMÉ. 

304.  Définition  du  plus  grand  commun  diviseur  de  deux  polynômes. 
Moyen  de  l'obtenir  par  un  procédé  analogue  à celui  que  l’on  suit 
pour  deux  nombres.  Remarque  importante  sur  l’introduction  et  la 
suppression  des  facteurs  numériques  dans  le  cours  des  divisions  à 
effectuer.  — 303.  Quelques  exemples.  — 506.  Recherches  des  racines 
communes  à deux  équations.  — 307.  But  de  la  théorie  des  racines 
égales.  — 308.  Condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu’une  équation 
admette  n fois  la  racine  a.  — 309.  Autre  forme  de  cette  condition.  — 
310.  Produit  des  facteurs  communs  au  premier  membre  d’une  équation 
et  à sa  dérivée.  — 311.  Réduction  d’une  équation  qui  a des  racines 
multiples  à plusieurs  autres  qui  n’en  ont  pas.  — 312.  Quelques 
exemples. 

EXERCICES. 

I.  P et  Q désignant  deux  polynômes  en  x qui  n’admcltent 
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aucun  facteur  commun,  et  P',  Q'  leurs  dérivées;  si  l’équation 
P* 4-0*  = O admet  deux  racines  égales,  ces  racines,  réelles  ou 
imaginaires,  appartiendront  à l’équation  P’  + Q’— 

II.  Si  a est  une  fois  racine  de  l’équation  ç(x)  = 0,  il  sera 
vu  — 1 fois  racine  de  l’équation  obtenue  en  multipliant  les 
termes  de  la  proposée  supposée  complète,  par  les  termes  suc- 
cessifs d’une  progression  arithmétique. 
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315.  On  peut  obtenir  par  des  essais  réguliers  et  fort  simples 
les  racines  commensurables  d’une  équation  à coefficients  com- 
mensurables. 

Nous  commencerons  par  montrer  que  cette  recherche  se  ra- 
mène à celle  des  racines  entières,  et  pour  cela  nous  établirons 
le  théorème  suivant  : 


Théorème.  Une  équation  de  la  forme 

[1]  #w-f  + Am  = 0, 


dont  le  premier  terme  a pour  coefficient  l’unité  , et  dont  les  autres 
coefficients  sont  entiers , ne  peut  avoir  de  racine  commensur  able 
fractionnaire. 

Cl  * 

Si , en  effet , ^ est  racine  de  l’équation  [1] , on  a 


4"  •••  4"  Am  — O ; 


d’où  l’on  déduit , en  multipliant  tous  les  termes  par  6m~1 , 

i* 

[1]  ' ^-4-A1am-,4-A,a'B-,64-...  4-Am6m-'=0, 

ou  — —(A, a™-* 4-  A,a’"_sô  4~  •••  4~ 

O * 

Si  l’on  suppose,  ce  qui  évidemment  est  permis,  que  la  frac- 

lion  ^ ait  élé  réduite  à sa  plus  simple  expression,  a et  b sont 

& 

-*  Vm* 

*• 
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flm  ' ' 

premiers  entre  eux , la  fraction  -y  est  par  conséquent  irréduc- 
tible et  ne  peut  être  égale  à un  nombre  entier;  il  est  donc  im- 
possible qu’elle  soit  égale  au  second  membre,  dont  tous  les 
termes  sont  entiers,  et  par  conséquent  il  est  impossible  que 

l’équation  [1]  admette  une  racine  de  la  forme  Les  seules 

* racines  conunensur.ibles  qu’elle  puisse  avoir  sont  donc  en- 
tières. 

314.  U ne  équation  à coefficients  enliers  étant  donnée,  le 
théorème  précédent  permet  de  la  transformer  de  manière  que 
toutes  les  racines  coimnensurables  deviennent  entières. 

Soit,  en  effet,  l’équation 

Xxm  -f-  Aix"-1 4- . . . + \m-iX  -f-  Am  = 0, 

0 dans  laquelle  on  peut  supposer  que  Ai,  ...Am  soient  des 
nombres  entiers,  car  il  est  toujours  facile  de  chasser  les  déno- 
minateurs en  multipliant  tous  les  termes  par  leur  plus  petit 

V 

multiple  commun.  Posons  x =j-,  y étant  une  nouvelle  incon- 
nue qui,  évidemment,  devra  satisfaire  à l’équation 

a(a)  +Ai(i)  +-+a»=°; 

ou , en  multipliant  les  deux  membres  par  A”1-1, 

ym  + A .jT-1  -f  A, A y*-*  + A„Àra“'  = 0 , • 

équation  dont  les  coefficients  sont  entiers  et  dont  le  premier 
terme  ym  a pour  coefficient  l’unité  ; les  valeurs  commensurables 
de  y sont  donc  toutes  entières.  Il  est  évident  d’ailleurs  qu’elles 
correspondent  aux  valeurs  commensurables  de  x , car  la  rela- 
tion x — prouve  que  x étant  commensurable,  il  en  est  de 
même  de  y. 

Si  nous  pouvons  obtenir  les  racines  entières  de  l’équation  en 
y,  d’après  ce  qui  précède,  nous  aurons  toutes  les  racines  com- 
mensurables de  l’équation  en  x. 
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Recherche  des  racines  entières. 

515.  Nous  avons  vu  coininent  la  recherche  des  racines  com- 
raensurables  peut  se  ramener  à celle  des  racines  entières.  11 
nous  reste  donc  à montrer  comment  on  peut  obtenir  les  racines 
entières  d’une  équation  à coefficients  entiers. 

Soit  l’équation 

[1]  + A,xm-' + Aja;"-1 -f  ...  + Am  = 0, 

et  a une  de  ses  racines  entières,  le  premier  membre  doit  être 
divisible  par  a;  — a,  représentons  le  quotient  qui  est  un  poly- 
nôme du  degré  m — 1 , par  • 

xm-l  _j_  piXm-t  _j_  P„_,X  -}-  Pm_,. 

Pi,  P* ...  Pm_i  étant  évidemment  des  nombres  entiers,  carie  pre- 
mier terme  du  diviseur  x — a ayant  pour  coefficient  l’unité,  la 
division  ne  peut  introduire  aucun  dénominateur. 

En  écrivant  que  le  dividende  est  le  produit  du  diviseur  par 
le  quotient,  on  aura  identiquement 

1 2]  (af—  a) (x"-'  -f  Pi®"-*  + ...  + Pm_jX -f- Pm_,)  = xm  + Ajx"-' 
+ AjX’"-'  -f  . . . + Am-iX  -f  A™. 

En  effectuant  les  opérations  indiquées  dans  le  premier  mem- 
bre , et  égalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de  x , il 


vient 

«k  m 

« 

[3] 

— P«_ia  = A*, , 

P«— i P m- 1®  — Am— 1 , 

Pm— I P m— 8®  “ Am_*  , 

« 

♦ 

‘ * 

Pi — Pi®  = Ai, 
Pi—  a=  Ai. 

Tous  les  nombres  qui  figurent  dans  ces  formules  étant  entiers, 
la  première  équation  prouve  que  « doit  être  un  des  diviseurs 

«le  A»,  el  que  le  quotient  — esl  égal  à — Pm-i. 

® * ' 
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La  seconde  équation  peut  s’écrire 

P m-S*  = A„_i P fn— 1 = Am_l  -j j 

a 

elle  prouve  que  a doit  être  un  diviseur  de  la  somme  Am_i  + — 

a 

* ' 

Am-1  + 

et  que  le  quotient  est  — P„_s. 

La  troisième  équation  peut  s’écrire 

A«-i  -) — 

P m— S®  — • Am-!  I m— ï Ami— 1 S “j--  —————  • 

a 

» 

Elle  prouve  que  a doit  être  un  diviseur  de  la  somme 
Am_|  -j jp 

Am-j  -) , c’est-à-dire  de  la  somme  obtenue  en  ajou  • 

CC 

tant  Am_j  au  quotient  précédent,  et  que  le  quotient  est  — PM_s. 

On  peut  continuer  ainsi  jusqu’à  la  dernière  équation,  qui 
prouvera  que  le  dernier  quotient  — P,,  augmenté  de  Ai  doit 
être  divisible  par  a et  donner  pour  quotient  — 1. 

Ces  conditions  sont  nécessaires  et  suffisantes  pour  que  a 
soit  racine;  car  si  elles  sont  remplies,-’ on  pourra  trouver  des 
nombres  Pm_i,  Pm~j  ...  Pi,  qui  rendent  identiques  les  équa- 
tions [3],  et,  par  suite,  le  premier  membre  de  la  proposée  sera 
* divisible  par  x — a. 

On  peut  remarquer  que  les  opérations  à l’aide  desquelles  on 
s’assure  qu’un  nombre  a est  racine , font  connaître  les  coeffi- 
cients du  quotient  de  la  division  du  premier  membre  par  x — a. 
Ces  coefficients  Pm_i,  Pm_tl  ...  sont  égaux,  en  effet,  aux  quo- 
tients changés  de  signes  des  différentes  divisions  dont  la  réussite 
est  nécessaire  pour  que  le  nombre  a ne  soit  pas  rejeté. 

En  résumé , pour  trouver  les  racines  commensurables  d’une 
équation  telle  que  [1],  on  cherchera  d’abord  les  diviseurs  en- 
„ tiers,  positifs  ou  négatifs,  du  dernier  terme  : eux  seuls  peuvent 
être  racines.  Pour  essayer  l’un  de  ces  diviseurs  a,  on  diviserp 
le  dernier  terme  A„  par  a,  et  l'on  ajoutera  au  quotient  le  coef- 
ficient A*_,  : la  somme  devra  être  divisible  par  a.  On  formera 
le  quotient  ; on  y ajoutera  A„_,  : la  somme  devra  encore  être 
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divisible  par  a ; et  en  continuant  ainsi,  on  devra  trouver  un 
dernier  quotient  qui,  ajouté  au  coefficient" du  second  terme, 
donne  pour  somme  — a. 

31  G.  On  peut  diminuer  le  nombre  des  essais  à faire  par  la 
remarque  suivante  : 

Si  a est  une  racine  de  l’équation 

[1]  xm  + A,æ"“l  -j- ...  A.  = 0, 

le  premier  membre  de  celte  équation  est  divisible  par  x — a,  et 
les  coefficients  du  quotient  sont  tous  entiers,  ainsi  qu’on  l’a 
exposé  plus  haut.  Si  donc  on  attribue  à x une  valeur  entière 
quelconque,  la  valeur  numérique  du  premier  membre  de  [1]  * 

sera  divisible  par  la  valeur  numérique  de  x — a.  Les  valeurs 
les  plus  simples  que  l’on  puisse  attribuer  à x sont  1 et  — 1 . 

En  nommant  Q et  Qi  les  valeurs  correspondantes  du  premier 
membre  de  [t],  on  ne  devra  essayer  a que  si  Q est  divisible 
par  l— a,  et  Qi  par  — 1 — a.  ou,  en  changeant  le  signe, 
par  1 -f  «. 

t 

4 

Application  de  la  méthode  précédente. 

317.  Voici  la  manière  la  plus  avantageuse  de  disposer  les 
calculs  : 


A,,  A,,  . 

• • —J  y 

Am— 1 » 

A„ 

P.,  . 

• • 1 *m  -3  j 

P«l-8  , 

Pm-, 

J’écris  sur  une  ligne  horizontale  les  coefficients  de  l'équation 
proposée,  et  dans  une  colonne,  à droite,  le  diviseur  à essayer  a. 
Sur  la  môme  ligne  que  a,  et  en  allant  de  droite  à gauche,  j’écrie 
au-dessous  de  Am,  Am_,  ...,  les  quotients  changes  de  signe  Pm_,, 
I\„_s ....  calculés  comme  il  a été  dit  (3io).  Si  tous  ces  quotients 
sont  entiers,  et  si,  en  outre,  le  nombre  écrit  sous  A,  est  -f- 1,  a 
est  racine,  et  Pt,  Ps  .....  Pm-i  sont  les  coefficients  de  l’équation 
débarrassée  de  la  racine  a.  Il  n’y  aura  donc  plus  alors  qu'à 
opérer  sur  cette  seconde  ligne  comme  sur  la  première.  Si  quel- 
ques-unes des  divisions  ne  peuvent  se  faire,  on  passera  à un 
autre  diviseur. 
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Exemple.  f{x)  = x‘  — 2a:5  — 19x*  + 68x  — 60. 


— 2,  — 19, 

+ 68, 

— 60 

1,  o, 

— i«. 

+ 30 

1, 

2, 

— 15 

i, 

+ 5 

+ 1 

2 est  racine 

2 est  racine 

3 est  racine 
5 est  racine 


60  admet  24  diviseurs;  mais  la  marche  même  du  calcul  en 
exclut  un  grand  nombre. 

Je  commence  par  essayer  -fl  et  — 1,  en  les  substituant  di- 
rectement à la  place  de  x : aucun  d’eux  n’est  racine , mais  ce 
premier  calcul  m’apprend  que  f{\)— — 12  et  que  f{ — 1)= — 1 44 . 
Dès  lors  je  ne  dois,  parmi  les  diviseurs  positifs,  essayer  que 
ceux  qui  diminués  de  1 divisent  12,  et  qui  augmentés  de  l 
divisent  144;  et  parmilcs  diviseurs  négatifs,  ceux  dont  la  valeur 
absolue,  augmentée  de  1 divise  12,  et  diminuée  de  1 divise  144. 

Le  diviseur  2 salisfaisant  à ces  conditions , je  l’essaye  : je 
trouve  que  2 est  racine , et  que  l’équation,  débarrassée  de  celte 
racine,  est 

x* — 19x  + 30  = 0. 


Comme  2 divise  30,  je  l’essaye  de  nouveau,  et  je  continue 
de  la  même  manière,  en  n’opérant  que  sur  les  diviseurs  qui 
satisfont  aux  conditions  précédentes,  et  qui  en  outre  divisent 
le  ternie  tout  connu  de  la  dernière  équation  simplifiée. 

Tout  calcul  fait,  on  trouve  que  l’équation  proposée  a pour 
racines  2,  2,  3,  — 5,  et  que  son  premier  membre  est  égal  à 

(x  — 2)'(x  — 3)(x  + 5). 


RÉSUMÉ. 

313.  Si  le  premier  terme  d’une  équation  a pour  coefficient  l’unité,  et  que 
les  autres  coefficients  soient  entiers,  les  racines  eommensurables  sont 
toutes  entières.  — 314.  Le  théorème  précédent  permet  de  transformer 
uno  équation  à coefficients  rationnels  en  une  autre  dont  les  racines 
soient  entières.  — 313.  Recherche  des  racines  entières.  — 31(1.  Théo- 
rème qui  permet  de  diminuer  le  nombre  des  essais.  — 317.  Application 
de  la  méthode  à un  exemple. 
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EXERCICES. 

I.  Chercher  les  racines  commensurables  d’une  équation  sans 
les  ramener  préalablement  à être  entières.  Montrer  qu’en  dési- 
gnant par  | une  telle  racine  réduite  à sa  plus  simple  expres- 
sion , a doit  être  diviseur  du  dernier  terme , et  b diviseur  du 
coefficient  du  premier  terme.  Chercher  par  quels  essais  analo- 
gues à ceux  qui  ont  été  indiqués  pour  les  racines  entières , on 

peut  vérifier  que  | est  racine. 

II.  Chercher  si  l’équalion 

a?  — {a  -f-  b-\-ab)x>-\-ab(a  è-(-  t)x — ab' — àrb  = O 

admet  des  racines  exprimées  rationnellement  en  a et  b. 

III.  Si  une  équation  du  troisième  degré  n’admet  pas  de  ra- 
cines commensurables,  elle  n’admet  pas  déracinés  multiples. 

IV.  Le  théorème  précédent  s’applique  à une  équation  du  cin- 
quième degré,  et  ne  s’applique  pas  à une  équation  du  quatrième. 
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318.  Si  l’on  considère  une  suite  de  nombres  qui  se  succèdent 
suivant  une  loi  quelconque,  les  différences  obtenues  en  retran- 
chant chacun  d’eux  de  celui  qui  le  suit , forment  une  nouvelle 
suite  dont  les  tennes  se  nomment  les  différences  des  termes  de 
la  première. 

Ainsi,  la  suite  proposée  étant  représentée  par 

[1]  ÿo,  Vu  Vi,  ÿs...ÿn-1,  Vn‘, 

la  suite  des  différences  sera 

[2]  y.— y»,  yi—yi,j/3—  y»... y»—  y»-i ; 

y, — y0est  la  différence  dey0;  y,~ y, , la  différence  deyt  ; y„ — y„_, 
la  différence  de  yn- 1.  Pour  former  la  différence  de  y„  il  faudrait 
connaître  un  terme  de  plus  dans  la  suite  [1]. 

Pour  désigner  les  différences  on  se  sert  souvent  du  signe  A. 
Ainsi , Ay*  désigne  la  différence  yl+) — y*-  D’aprè3  cette  nota- 
tion les  termes  de  la  suite 


y»,  yu  y*  •••  y» 

auront  pour  différences 

Ay0,  A y,,  Ay,  .„  A y„_,. 

319.  TJne  suite  quelconque  de  nombres  étant  donnée , leurs 
différences  forment  une  nouvelle  suite  ayant  un  terme  de  moins 
que  la  première.  L’on  peut  opérer  sur  celte  suite  comme  sur 
celle  qui  lui  a donné  naissance  et  former  des  différences  des 
différences,  que  l’on  nomme  des  différences  secondes.  On  les 
désigne  par  le  signe  As. 
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Ainsi , étant  donnée  la  suite 

ÿo,  Vu  yt  — Vn, 

les  différences  premières  seront  désignées  par 
Ay0,  A y„ 

et  les  différences  secondes 

Aÿi  — Ay0,  Ays—  Ai/, . . . , AyB_,  — A y„_, , 
le  seront  par  AVo»  Atyi,  •••  A’y«_i. 

Cette  nouvelle  série  ayant  évidemment  un  terme  de  moins 
que  la  précédente,  et,  par  suite,  deux  termes  de  moins  que  la 
proposée. 

520.  Si  l’on  opère  sur  la  suite  des  différences  secondes 
comme  on  l’a  fait  sur  la  suite  proposée,  on  formera  les  diffé- 
rences des  différences  secondes  que  l'on  nomme  des  différences 
troisièmes  et  que  l’on  désigne  par  le  signe  As. 

Ainsi , les  différences 

A’ÿi  — Ay’0,  A *y,  — Aty, . . . Ay,_,—  A1^ 
se  désignent  par  A’y0,  A»y, ...  A 

On  conçoit  que  l’on  peut  continuer  ainsi  indéfiniment  et  for- 
mer les  différences  quatrièmes,  cinquièmes,  etc.,  qui  sc  dési- 
gneront par  les  signes  A‘,  A5...  le  nombre  de  ces  différences 
n’étant  limité  que  par  celui  des  termes  de  la  suite  proposée. 
Ainsi , deux  termes  ne  donnent  lieu  qu’à  une  différence  pre- 
mière, et  il  n’y  a pas  lieu  de  considérer  leur  différence  seconde. 
Trois  termes  donnent  lieu  à deux  différences  premières  et  à une 
différence  seconde,  il  n’y  a pas  lieu  de  considérer  leur  diffé- 
rence troisième.  En  général,  m termes  donnent  lieu  à m — 1 
différences  premières,  à m — 2 différences  secondes ...  à une  dif- 
férence m — im',  il  n’y  a pas  lieu  de  considérer  leur  diffé- 
rence 111"'°.  Si  une  suite  est  illimitée  on  peut  considérer  des 
différences  d’un  ordre  illimité. 
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Usage  des  différences  pour  la  formation  des  carrés  et  des  cubes. 

521.  Nous  commencerons  par  montrer  par  deux  exemples 
simples  de  quelle  utilité  peut  être  la  considération  des  diffé- 
rences. * 

Considérons  la  suite  des  carrés  des  nombres  naturels  : 

[1]  . 1,  4,  9,  16,  25,  36,  49,  64,  81,  100  ..., 
les  différences  premières  sont  : 

[2]  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15,  17,  19  ..., 

» et  les  différences  secondes 

[3]  2,  2,  2,  2,  2,  2,  2,  2 ..., 

sont  toutes  égales  entre  elles.  La  démonstration  est  tellement 
simple  que  nous  croyons  pouvoir  nous  dispenser  de  la  don- 
ner ici. 

D’après  cette  remarque , si  l’on  voulait  former  la  table  des 
carrés  des  nombres  naturels  on  commencerait  par  écrire  la 
suite  [2J, 

[2]  3,  5,  7,  9,  11,  13,  15 

puis  le  premier  terme  de  la  suite  des  carrés,  qui  est  1 , et  il  est 
évident  que  chaque  carré  s’obtiendrait  du  précédent  en  ajou- 
tant le  terme  correspondant  de  celte  suite  [2]. 

Ainsi,  on  dirait  3 et  1,  4.  4 et  5,  9-  9 et  7,  16,  etc. 

322,  Si  nous  considérons  la  suite  des  cubes 

Ll]  1,  8,  27,  64,  125,  216,  343,  512,  729, 
les  différences  premières  sont  : 

[2]  7,  19,  37,  61,  91,  127,  169,  217, 

les  différences  secondes  : 

* [3]  12,  18,  24,  30,  36,  42,  48, 

et  les  différences  troisièmes 

[4]  6,  6,  6,  6,  6,  6, 
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sont  constantes  et  égales  à 6.  Cette  loi  est  générale.  En  effet , 
quatre  cubes  consécutifs  sont 

(a  + l)s,  (a  -f2)s,  (a + 3)», 

les  différences  premières  sont  - 

3a*+3a+l,  3(a+l)‘+  3(a+l)+l , 3,'a+2)*+3(«+2)+l , 

et  les  différences  secondes 

3[(«  + 1 J*  - a*]  + 3 , 3[(a  + 2)*  - (a  + 1 f]  + 3 , 

c’est-à-dire  en  réduisant 

**  t 

6a + 6,  6(a  -J-  l)-j-6. 


et  la  différence  de  ces  deux  expressions,  c’est-à-dire  la  diffé- 
rence troisième , est  évidemment  6. 


D’après  cela,  pour  former  un  tableau  des  cubes,  on  formerait 
successivement  les  suites  [4]  [3]  [2]  [1],  chacune  permettant 
d’obtenir  la  suivante  par  de  simples  additions.  Ainsi,  avant 
écrit  la  suite  [3]  sur  une  ligne  verticale,  on  obtiendra  la  suite  [2J 
en  écrivant  son  premier  terme  7,  et  remarquant  que  chacun 
des  autres  se  forme  du  précédent  par  l’addition  du  terme  cor- 
respondant de  la  suite  [3]. 


* 


* 


12 

7 

18 

19  = 12  + 7 

24 

37=18  + 19 

30 

61  = 24  + 37 

36 

91  =30+61 

42 

127  = 36+91 

48 

etc... 

54 

60 

66 

72 

78 

Ayant  ainsi  formé  la  suite  [2],  c’est-à-dire  les  différences  pre- 
mières des  cubes,  chaque  cube  pourra  se  déduire  du  précédent 


* 
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en  lui  ajoutant  la  différence  correspondante,  en  sorte  qu’ils  se 
déduiront  tous  du  premier  1 , par  de  simples  additions. 

Ainsi,  ayant  écrit  sur  une  ligne  verticale  les  différences  pre- 
mières obtenues  plus  haut,  on  formera  la  série  des  cubes  comme 
l’indique  le  tableau  suivant  : 


7 

1 l 

1& 

^4 

+ 

II 

00 

37 

27  = 19+  8 

61 

64=37+  27 

91 

125  = 61+  64 

127 

216  = 91  + 125 

etc. 

etc. 

Le  tableau  suivant  résume  les  résultats  que  nous  venons 
d’obtenir. 


CUBES. 

DIFFÉRENCES 

lr". 

DIFFÉRENCES 

2mM. 

DIFFÉRENCES 

3n‘”. 

1 

7 

12 

6 

8 

19 

18 

6 

27 

37 

24 

6 » 

64 

61 

30 

6 

125 

91 

36 

216 

127 

► ’ 

343 

* » 

Il  est  clair  que , dans  la  formation  de  ce  tableau , on  devra 
commencer  par  écrire  la  colonne  de  droite,  pour  en  déduire 
les  suivantes,  au  moyen  de  leurs  premiers  termes,  par  de  sim- 
ples additions. 

525.  Lorsque  des  quantités 

«i  U*  ...  w„ 

sont  données,  il  n’y  a aucune  difficulté  à former,  d’après  ce 
qui  précède,  leurs  différences  successives  jusqu’à  la  «m*  inclu- 
sivement; nous  ne  nous  bornerons  pas  cependant  aux  indi- 
cations qui  permettent  d’effectuer  ces  calculs,  et  nous  donne- 
rons la  formule  qui  en  exprime  le  résultat  général. 
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On  a,  d’après  les  définitions, 

\u0=Vi~u0,  Aui=«i — Ut,  tt,,... 

d’«0=  Am,— Am0= 2u,-|-v0 , A!m,=Am, — A«,  = Wj — 2ut-\-u, 
A3k0=A,m,— A’m0— («3— 1 2us-J-Wi)— Oh — 2wi+wi)=Mj — 3m*-4-3m, — w0. 


» 


( 


Sans  aller  plus  loin,  on  peut  prévoir  la  loi  suivante  : la  diffé- 
rence de  rang  p se  forme  en  multipliant  wp,  wp_, ...  w0  par  les 
coefficients  du  développement  [x — af. 

Pour  montrer  que  cette  loi  est  générale,  nous  allons  faire 
voir  qu’en  l'admettant  vraie  pour  une  différence  d’un  certain 
ordre,  elle  est  vraie,  par  cela  môme,  pour  la  différence  d’ordre 
immédiatement  supérieure. 


Soit  donc 

[I]  Apu=mp— pwp-i-f 


PP—  1 

1.2 


V„-r 


p.p — \.p — 2 

1.2.3 


«p_3+...±«0 


Celte  formule , donnant  la  différence  pm>  du  premier  terme 
d’une  suite  quelconque,  nous  pouvons  l’appliquer  au  calcul 
de  A^m,,  en  considérant  m,  comme  premier  terme  de  la  suite 


«»-«*  Mp+t 


et  l’on  aura,  par  suite,  en  vertu  de  la  même  formule , 


, . p.p — 1 p.p — t.p — 2 . 

[2]  Apm,=wp+,— pMp+  Mp-i— Vf- • . 

« 

ou,  en  retranchant  les  deux  égalités  [1]  et  [2], 

A*h-'m0=Ap«,— A"«0=mp+1— (p+l)Mp+  ^'1P~~--f-p)«pl1  * 

JL 

.3 


_ (p.p — l.p — 2 , p-p— 1\  , 

V 1-2.3  + 1.2  )**-'  + ••■' 


et  comme  (215)  la  somme  des  deux  coefficients  successifs  du 
développement  d’un  binôme  forme  un  coefficient  du  dé- 
veloppement de  la  puissance  immédiatement  supérieure,  on 
peut  écrire 

Ap+Iu0 — wP+i — (p-j^  1 ) « 
c’est  précisément  ce  qu’il  fallait  démontrer. 


(P+VP  (p-j-l)p.p— 1 


1.2.3 


Mp_j-}-..., 


NOTIONS  SUR  LA  THÉORIE  DBS  DIFFÉRENCES.  35t 

324.  Réciproquement,  si  l’on  donne  «0  et  les  n premières 
lifférences,  on  peut  calculer  les  termes  successifs 

«1,  Wî,  w„, 

nous  donnerons  la  formule  générale  à laquelle  conduit  ce 
calcul. 

On  a 

Wi  = W0  + A«o, 

«,=  «,  + Am,  = w0  -f  Aw0  + A m0  -f  A\  = u„  -f  2Aw0  + A\, 

«a  = ut  + Attj = m,  + 2 Aî/0  -f  A*«0  + Am,  -f-  A , 

— ■ m,  -f-  2Atto-f-^X  -f-  (Awo  -f-  AX)  — (—  ( A* i/0— |—  Asî/0)  , 
— ua~\~  34«o  -f-  3 A X -f-  A X , 

on  aperçoit  immédiatement  la  loi  suivante. 

Le  terme  de  rang  p-j-1,  up,  se  forme  en  multipliant  les  dif- 
férences successives  u0,  A«0,  AX,  A5«0 ...  Apw0,  par  les  coef- 
ficients de  (x  -|-  a)p. 

Pour  démontrer  que  cette  loi  est  générale,  nous  prouverons 
encore  qu’en  l'admettant  vraie  pour  un  terme  de  certain  ordre, 
elle  est  vraie , par  cela  même  , pour  un  terme  immédiatement 
suivant. 

Supposons  donc  que  l’on  ait  prouvé  la  formule 

[1]  Uf = u#  -j-pAu,  -|-  — A*«t  -f- . . . -f-  Apm0. 

Si  nous  appliquons  la  même  formule  à la  série 
Ah0,  AX,  AX  ..,  Amp, 

elle  nous  donnera  A u„,  en  fonction  de  Aw0  et  de  ses  p premières 
différences,  qui  sont  AX,  AX ...  Ap+X;  on  aura  .donc 

[2]  Au„=  Att0-(-pAX  +P’^Y~  As«o+  ...  + AP+X; 
et,  en  ajoutant  les  formules  [1]  et  [2],  il  vient 

W|.+i = ap-j- Am, = w0-|-  (p-j-1  ) Aw0-(-  (yyy~  +iî)  A*«0-f". . .-f-Ar+X; 
et  comme  la  somme  de  deux  coefficients  consécutifs  de  la 
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puissance  p d’un  binôme  est  un  coefficient  de  la  puissance  p-j-1  > 
celle  équation  peut  s’écrire 


ce  qui  est  précisément  le  résultat  qu’il  fallait  obtenir. 


Différences  des  polynômes. 

328.  Nous  avons  reconnu  (321)  que  la  suite  des  carrés  des 
nombres  naturels  a ses  différences  secondes,  et  la  suite  des 
cubes  ses  différences  troisièmes  égales  à une  constante.  Cette 
proposition  s’étend  aux  différences  quatrièmes  de  la  suite  des 
quatrièmes  puissances,  aux  différences  cinquièmes  de  la  suite 
des  cinquièmes  puissances,  etc.  Mais,  sans  nous  arrêter  à ces 
propositions,  nous  démontrerons  le  théorème  suivant,  dont 
elles  sont  évidemment  des  cas  particuliers. 

Théorème.  Si,  dans  un  polynôme  en  x,  de  degré  m,  on  substitue 
une  suite  de  nombres  en  progression  arithmétique , les  différences 
in"*"  des  résultats  obtenus  sont  constantes. 

Soit,  en  effet,  le  polynôme 

[ 1]  y = F(ar) = Axm  + A,»"-1  + AjX™-1  + . . . -f- A„_!  x -f  Am. 

Supposons  que  l’on  substitue  à x les  valeurs  successives 

x0,  Xç-\ -h,  <r0  + 2 h,  ....  a^+nA...  ; 

désignons  par  yt,  yu  y 

les  valeurs  correspondantes  de  y.  Toutes  ces  valeurs  sont  évidem- 
ment des  polynômes  de  degré  m en  x0,  dont  les  coefficients  dé- 
pendent de  A.  De  plus,  il  est  clair  que,  pour  passer  de  l’une 
d’elles  à la  suivante,  il  suffit  d’y  changer  x0  en  a-0-{-  A.  On  a en 
effet,  en  considérant  deux  valeurs  consécutives  de  y,  yT  et  y?+\ 

y„—¥(xn-\-ph), 

yP+\ = Ffo  + (P  + 1 )*]  • 

Or,  il  est  évident  que  xv-\-(p  -f-  1)A  peut  se  déduire  de  x0-\-ph 
en  y changeant  xa  en  ar„-)-A. 


1 
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Cela  posé,  les  différences  premières 

tyo,  %i> 

sont  des  polynômes  du  degré  (m  — 1)  en  x0,  dont  les  coefficients 
dépendent  de  h.  On  a,  en  effet, 

Ay0  = yi  — y,  = F(x0 -f  h)  — F(x0)  = F '(x0)  A + F"(x0)  ... 

Or  on  sait  que  F'(x„)  est  un  polynôme  de  degré  ( m — 1), 
F"(x0)  un  polynôme  de  degré  ( m — 2),  etc.;  la  proposition  est 
donc  démontrée  pour  A y0.  11  en  résulte  qu’elle  est  vraie  pour 
les  différences  suivantes,  A y,,  Ay,,  ...:car  chacune  d’elles  se 
déduit  de  la  précédente  en  changeant  x0  en  x„-\-h,  ce  qui  ne 
change  pas  son  degré  par  rapport  à x». 

La  série 

[2 1 Ay0,  Ay,,  ....  A y„... 

pourrait  donc  s’obtenir  en  substituant  successivement  à x,  dans 
un  certain  polynôme  de  degré  (m — 1),  les  valeurs  x„  x0-\-h.... 

Si  donc  nous  appliquons  5 celte  suite  ce  qui  a été  dit  dp  la 
suite 

yo,  Vu  ....  Vn 

déduite  de  la  même  manière  d’un  polynôme  de  degré  m,  nous 
verrons  que  les  différences  des  termes  de  la  série  [2],  c’est-à-dire 

[3]  A*y0,  Aty,  ....  A *yn, 

sont  des  polynômes  de  degré  (ro — 2)  en  x0,  et  que  chacun  se 
déduit  du  précédent  en  y changeant  x0  en  x0-j-A;  en  sorte 
qu’ils  peuvent  tous  se  déduire  d’un  même  polynôme  en  y 
changeant  x en  x0,  x0-f  h,  x0-f-2 h,  .... 

Si  nous  appliquons  à la  suite  des  différences  secondes  le  théo- 
rème dont  nous  avons  déjà  deux  fois  fait  usage , nous  verrons 
que  les  différences  des  termes  de  la  série  [3],  c’est-à-dire 

[4]  Afy0,  A’ÿi , ...,  Aty* 

sont  des  polynômes  de  degré  {m—  3)  en  x» 

Et  en  continuant  de  la  même  manière,  nous  verrons  que  les 
différences  quatrièmes  sont  des  polj  nomes  de  degré  m — 4,  les 

23 
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différences  cinquièmes  de  degré  m — 5,...  et  enfin  les  différences 
mmt‘  de  degré  O,  c’est-à-dire  indépendantes  de  x0,  ce  qui  prouve 
le  théorème  énoncé  : car  pour  obtenir  chacune  de  ces  différen- 
ces, on  doit  changer,  dans  la  précédente,  x0  en  x0-\-  A,  et  elles 
sont,  par  conséquent,  constantes  quand  elles  ne  contiennent 
pas  x„. 

325  bis.  En  revenant  sur  les  détails  de  la  démonstration 
précédente,  on  peut  faire  plusieurs  remarques  utiles. 


Remarque  I.  On  a trouvé  la  formule 


[1] 


Ay0=  ÿi— ÿ«=F(<ro4-  h)~ F(#o) 


=F(^A+F(*J^+>..+ 


F^xj/r 

1.2...  m‘ 


On  voit'  que  l’accroissement  A est  facteur  dans  le  second 
membre,  et  qu’il  le  sera  encore  si  l’on  remplace  x par  x0  h, 
x„  -j-  2A,  pour  former  les  différences 

Ayi,  Ay,,  ... 

en  sorte  que  toutes  les  différences  premières  contiennent  en 
facteur  l’accroissement  A. 

Remarque  II.  Il  est  évident  que  si  le  polynôme  proposé  ren- 
fermait h en  facteur,  ce  facteur  se  retrouverait  dans  les  dérivées 
successives  F'(^0),  F"(x0)...Fm(x0),  et,  par  suite,  tous  les  termes 
de  la  différence  contiendraient , non  plus  seulement  h,  mais  A* 
en  facteur.  11  résulte  de  là  que  la  différence  première  étant  un 
polynôme  qui  contient  A en  facteur,  la  différence  seconde  con- 
tiendra A1  en  facteur  à tous  les  termes.  La  formule  [1]  prouve, 
en  général,  que  si  un  polynôme  F(«)  contient  en  facteur  unÔ 
puissance  A*  de  A,  sa  différence  contiendra  à tous  les  termes  le 
facteur  Ap+1,  et  il  résulte  de  là  que  les  différences  des  diffé- 
rences secondes,  c’est-à-dire  les  différences  troisièmes,  contien- 
dront le  facteur  A”,  les  différences  quatrièmes  le  facteur  A‘  et 
ainsi  de  suite. 

On  voit  que  si  l’accroissement  A décroit  de  plus  en  plus , les 
différences  décroîtront  suivant  une  loi  d’autant  plus  rapide  que 
leur  ordre  sera  plus  élevé.  » 
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Remarque  III.  L’expression  générale  de  Ay0 

est,  comme  nous  l’avons  dit,  un  polynôme  que  l’on  peut  ordon- 
ner suivant  les  puissances  de  r0.  Si  A xm  représente  le  premier 
terme  de  F(#),  il  est  facile  de  voir  que  le  premier  terme  de  Ay0 
sera  mkx^'h,  et  que,  par  suite,  Ay„,  Ay,,  Ay,...,  s’obtiendront 
en  substituant  à x les  valeurs  xa,  x„-\-h,  ar0-f-2A.. .,  dans  un  po- 
lynôme dont  le  premier  terme  est  mhAafm~i.  En  appliquant  à ce 
polynôme  le  résultat  trouvé  pour  F(x),  on  verra  que  les  diffé- 
rences premières  de  ce  polynôme,  c’est-à-dire  les  différences 
secondes  de  F(x)  peuvent  s’obtenir  en  substituant  à x les  va- 
leurs x„,  a^-f-A...,  dans  un  polvnome  dont  le  premier  terme 
est  m(m — l)AA’xra-’.  On  verra  de  même  que  le  premier  terme 
du  polynôme  qui  donnerait  les  différences  troisièmes  est 
m{m — l)(wi — 2,)khsxm~>.  Enfin,  la  différence  mm*  qui  se  réduit 
à un  seul  terme  puisqu’elle  est  indépendante  de  Xo,  est 

m[m — 1)  (m — 2 ){m — 3)...  ?A  A*. 

« Application  à un  exemple. 

326.  Si  nous  considérons  le  polynôme  du  troisième  degré 

[1]  y = a*+px*+qx+p, 
nous  trouverons  sans  peine 

[2]  Ay=  3Æ*A-(-(3A,-|-2jjA)  x-{-  A*  4 -pA*  + qh , 

[3]  A’y  = 6xh' + 6A»  -f-  2 ph\ 

[4]  A *y=  6A’, 

et  pour  obtenir  les  valeurs  de  At/0,  Ay, , A y, ...  A'y„ , A’yi. ..,  il  suf- 
fira de  remplacer  dans  le  second  membre  des  formules  [2] 
et  [3]  x par  x„,  ar04-A,  etc. 

Si  l’on  voulait  former  les  valeurs  numériques  de  la  fonc- 
tion y et  de  ses  différences,  il  faudrait  procéder  comme  on  l’a 

indiqué  pour  former  le  tableau  des  cubes. 

* 
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."147.  Prenons  pour  exemple 

y — a? — 5af-\~6x — 1 , 

et  formons  les  valeurs  que  prend  ce  polynôme  pour  des  \aleurs 
entières  de  la  variable.  Si  l’on  fait  successivement  x=—l, 
x — q x = l,  on  trouve  pour  valeurs  correspondantes  de  y, 
V_=_1|3>  « — — t,  t/=l,  dont  les  différences  sont  12  et  2,  la 
différence  seconde  est  — 10.  Quant  à la  ditférence  troisième  t 
de  y,  on  sait  qu’elle  est  égale  à 6.  On  disposera  ces  résultats  de 
la  manière  suivante  : 


X 

y 

a y 

àfÿ 

A’y 

6 

6 

— 1 

— 13 

12 

— 10 

6 

0 

— î 

2 

6 

+ i 

6 

6 

et  l’on  remplira  ensuite  les  différentes  colonnes  en  remar- 
quant que  Chaque  terme  de  l’une  d’elles  (la  première  colonne 
exceptée)  est  égal  à celui  qui  est  au-dessus,  augmenté  du  terme 
correspondant  5 ce  dernier  dans  la  colonne  placée  à sa  droite* 
Celte  remarque  permet  évidemment  de  prolonger  les  colonnes 
dans  les  deux  sens,  ou  trouve  ainsi 


X 

y 

A y 

A*y 

A - 

—5 

—281 

112 

— 34 

6 

— 4 

— 169 

* 78 

—28 

6 „ 

£ 

—3 

— 91 

50 

— 22 

6 

— 2 

— 41 

28 

-J®. 

6 

— 1 

— 13 

12 

— 10 

6 

# 

o 

— 1 

2 

— 4 

6 

1 

4-  1 

— 2 

+ 2 

6 

2 

1 

— 1 

0 « 

+ » 

« 

3 

— 1 

8 

+ 14 

4 

+ 7 

22 

‘ 5 

+ 29 

Remarque.  On  voit,  par  l’exemple  précédent,  que,  pour 

♦ 
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4 

calculer  les  valeurs  d’un  polynôme  du  troisième  degré  qui  cor- 
respondent à des  valeurs  entières  de  la  variable,  il  suffit  de 
connaître  celles  qui  correspondent  à trois  nombres  entiers  con- 
sécutifs — 1,  O,  -fl  ; en  se  fondant  sur  ce  que  la  différence  troi- 
sième est  constante,  il  est  très-facile  d’obtenir,  par  de  simples 
additions,  les  valeurs  suivantes. 

Si  le  polynôme  proposé  était  du  quatrième  degré,  la  différence 
quatrième  serait  constante,  et  pour  former  la  série  de  ses  valeurs, 
il  suffirait  de  connaître  quatre  valeurs  consécutives.  Il  en  faudrait 
cinq  pour  un  polynôme  du  cinquième  degré,  et  ainsi  de  suite. 


Sur  la  manière  de  former  les  tables  numériques. 


* 528.  La  considération  des  différences  est  fort  utile  dans  la 
construction  des  tables  de  toute  espèce.  Il  arrive,  en  effet,  pres- 
que toujours  que,  dans  une  série  de  nombres  résultant  d’une 
loi  régulière  et  suffisamment  rapprochés  les  uns  des  autres,  les 
différences  tendent  de  plus  en  plus  vers  l’égalité,  à mesure  que 
leur  ordre  s’élève.  En  négligeant  des  quantités  fort  petites,  on 
pourra,  à partir  d’un  certain  ordre,  leur  supposer,  dans  un 
certain  intervalle , une  valeur  invariable , et  construire  la  table 
comme  s’il  s’agissait  des  valeurs  d’un  polynôme. 

Ne  pouvant  donner  ici  la  raison  de  ce  fait  général,  nous  nous 
bornerons  à le  développer  sur  deux  exemples. 


Exemple  I.  Si  l’on  pose 

y — log  x , 

on  aura  Ay=log(a;-f  h)— log(a;)=  log  (l  + * 

, (h  à*  . A*  \ 


4*y = log  (x -f  2 A)  — 21og  (x  -f  A)  -f  log  x 

=lo«('+!)— *w(i+ï) 

. /À*  2AS  . \ 
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A5y  = log(x-f  34) — 31og(x  -f  24)  -(-  31og(x  -f  4) — logx 

=l0«  (!  +?)  “3,0&  (1  + 1)  + 31°»  (*  +|) 

= loge@— etc-). 

Si  l’on  suppose,  par  exemple,  x— 10000  et  4=1,  il  viendra 

A y — 0,000043427276863 , 

A’y  = 0,000000004342076 , 

A’y  = 0,000000000000868 , 

et  si  l’on  ne  voulait  avoir  les  résultats  qu’avec  dix  chiffres  dé- 
cimaux, on  pourrait  négliger  longtemps  les  différences  du 
quatrième  ordre,  et  procéder  comme  si  la  différence  troisième 
était  constante.  On  formera  donc  successivement  les  colon- 
nes des  différences  troisièmes,  secondes,  premières,  comme 
au  n°  327,  d’où  l’on  déduira  les  logarithmes  des  nombres 
10001,  10002,  10003,  en  parlant  de  celui  de  10000,  qui  est 
4,000000000000000.  Il  faudra  vérifier  les  résultats  au  moyen 
de  logarithmes  obtenus  directement  à des  intervalle^  éloignés. 
La  méthode  des  différences  devra  les  donner  exacts  avec  le 
nombre  des  chiffres  que  l’on  veut  conserver.  Lorsque  le  dernier 
de  ces  chiffres  cessera  d’être  exact , on  calculera  de  nouveau  à 
priori , au  moyen  des  formules  (328),  les  différences  Ay,  A’ÿ, 
Asy,  et  l’on  se  servira  de  ces  nouvelles  valeurs  comme  des  pré- 
cédentes. 

Exemple  II.  Soit  proposé  de  calculer  à 7 décimales  exactes 
une  table  des  logarithmes  des  sinus  de  10  en  10  secondes, 
depuis  72°  jusqu’à  72°  1'  40". 

Nous  savons  que 

sin  72°  = { \J  10+2/5  = 0,9510565 , 
cos  72»  — ‘ yV>  — 2 v/5  = 0,3090170 , 
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donc , en  prenant  les  logarithmes  de  ces  deux  valeurs  et  ajou- 
tant, comme  on  le  fait  toujours,  dix  unités  à chacun  d’eux, 

log  sin  72°  = 9,9782063255 , 
log  cos  72°  = 9,4899824. 

Reprenons  les  formules  précédentes  : 
y=log#, 

4S,=log«g-ï+...), 

A*y=ioge(p— 

Nous  cherchons  ici  log  sin  <p,  <p  étant  égal  à 72°  ; donc 

x = sin  ip. 

Déterminons  maintenant  l’accroissement  du  sinus,  corres- 
pondant à un  accroissement  de  l'angle  de  10". 

On  n sin(x-}-A)=sin(<p-|-10"), 

= sin  9 . cos  1 0" -f- cos  p . sin  1 0" . 


Mais  l’arc  10" 
Or,  comme 


itXlO 

180X60X60 


0,00004 


sinx>x—  g-. 


84813... 


le  sinus  10"  ne  diffère  de  son  arc  que  d’une  quantité  moindre 
que  i (A)’  ou  de  moins  de 


De  plus 


cos  x > 1 — — î 


donc,  le  cosinus  de  10"  ne  diffère  de  l’unité  que  de  moins 
que  £ (jfr)  011  fl116  d’une  unité  du  neuvième  ordre. 
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Nous  pourrons  donc  écrire  l’équation  ci-dessus , 
a;-}-À=sintp-j-cos<p  X 10"; 
mais  a; = sin  <p  ; 


donc,  avec  une  approximation  de 

A=cos<pXlO". 

L'angle  ? est  égal  à 72°;  donc,  en  négligeant  A’, 


. Ay=loge 


cos  72°  X 10" 
sin  72° 


or,  log (loge) =9,637  7843 

logcos72°=9,489  9824 
loglO"=5,685  5749 
C'  log  sin72°=0,021  7937 

donc  log  Ay= 4,835  1353 

et  % =0,000  006841 


Comme  nous  calculons  les  valeurs  de  log  sin  ? à 7 décimales 
A*  A’ 

exactes,  les  valeurs  de  et,  par  suite,  de  A’y , n’influent 

plus  sur  le  résultat  que  nous  cherchons;  et  la  fonction  trans- 
cendante log  sin  ® , dans  les  limites  indiquées , peut  être  consi- 
dérée comme  une  fonction  algébrique  du  premier  degré , 

gg 

fonction  qui  augmente  de  ^ environ  pour  chaque  10'  d’aug- 
mentation de  l’angle  <p. 

Pour  être  assuré  de  l’exactitude  du  dernier  résultat,  il  fau- 
dra calculer  à 8 décimales  et  former  une  progression  arithmé- 
tique, dont  le  premier  terme  est 

log  sin  7£«  = 9,978  20632... 

et  dont  la  différence  est  684.  En  nous  bornant  aux  quatre 
derniers  chiffres  des  logarithmes,  la  progression  sera 

0832,  1316,  2000,  2684  , 3368,  4052  , 4736,  5420,  6104,  6788. 
Supprimant  le  dernier  chiffre  et  ajoutant  une  unité  do 
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septième  ordre , lorsqu’il  est  plus  grand  que  5 , nous  aurons  : 

logsin  72°  O'  0"= 9,978  2063 
logsin  72° O'  10"=9,978  2132 
logsin  72°  0' 20"= 9,978  2200 
logsin  72°  0' 30"= 9,978  2268 
logsin  72° 0'  40"=9,978  2337 
logsin  72° 0' 50"  = 9,978  2405 
logsin  72°  1'  0"= 9,978  2474 
logsin  72°  1'  10"=9,978  2542 
logsin  72“  1'  20"=9,978  2610 
logsin  72°  1' 30* =9, 97 8 2679 

Ce  qui  s’accorde  parfaitement  avec  les  valeurs  fournies  par  les 
tables  de  Callet. 

RÉSUMÉ. 
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321.  Usage  des  différences  pour  la  formation  des  carrés. —322.  Usage 
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prime la  différence  d’un  ordre  quelconque. — 324.  Formule  inverse  qui 
exprime  un  terme  quelconque  d’nne  suite  au  moyen  du  premier  et  de  scs 
différences.  — 323.  La  différence  mm*  d’un  polynôme  de  degré  tn  est 
constante.  — 326.  Les  différences  premières  contiennent  en  facteur 
l’accroissement  h de  la  variable;  les  différences  secondes  contiennent 
A*,  les  différences  troisièmes  h1,  etc.  Expression  de  la  différence  m“*.  — 
327.  Exemple.  — 328.  Application  à la  construction  des  tables. 

EXERCICE. 

Prouver  que  si  <f(x)  désigne  une  fonction  quelconque  d’une 
variable  x,  et  que  l’on  considère  la  suite 

<?(x)f  y[x  -}- A),  -j-  2A) . . . ¥ (x  -f-  nh), 

les  fractions  ±$2,  ^ ... 

A ’ A’  ’ As 

ont  respectivement  pour  limites  les  dérivées  du  premier,  se- 
cond, troisième  ordre  deip(a:).  En  conclure  que  si  A est  petit, 
les  différences  sont , en  général , d’autant  plus  petites  que  leur 
ordre  est  plus  élevé. 
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329.  L’interpolation  consiste  à insérer,  entre  les  termes  d’une 
suite.de  nouveaux  termes  assujettis  à la  même  loi.  Ce  problème 
est  quelquefois  très-facile  lorsque  la  loi  des  termes  de  la  suite  est 
connue.  C’est  ainsi  que  entre  deux  termes  d’une  progression , 
on  peut  insérer,  par  un  procédé  fort  simple,  un  nombre  donné 
de  moyens.  Si  l’on  considère,  au  contraire,  des  nombres  quel- 
conques dont  la  loi  soit  inconnue,  le  problème  de  l’interpola- 
tion devient  complètement  indéterminé  et  pour  le  résoudre , il 
faut  imposer  aux  termes  inconnus  une  condition  qui  fasse  dis- 
paraître 1 indétermination.  Celle  condition  est  le  plus  souvent 
que  les  différences  d’un  certain  ordre  seront  égales  à zéro.  On  en 
a vu  un  exemple  dans  la  détermination  des  logarithmes  d’un 
nombre  non  compris  dans  la  table;  admettre,  en  effet,  comme 
on  le  fait,  que  l’accroissement  des  logarithmes  soit  proportionnel 
à celui  des  nombres,  c’est  admettre  que,  pour  des  accroissements 
égaux  des  nombres , les  accroissements  des  logarithmes  sont 
aussi  égaux , ou , en  d’autres  termes , que  la  différence  première 
des  logarithmes  soit  constante,  et  que,  par  suite,  la  différence 
seconde  soit  nulle.  Dans  le  cas  des  logarithmes , les  tables  per- 
mettent d’ailleurs  de  vérifier  qu'il  en  est  à très-peu  près  ainsi  pour 
des  accroissements  du  nombre  égaux  à l’unité,  et  l’on  conçoit 
qu’il  doit,  à fortiori  en  être  de  même  pour  des  accroissements 
plus  petits;  nous  avons  d’ailleurs  montré  (528)  que  les  différences 
secondes  des  logarithmes  diminuent  rapidement.  Cette  loi  s’ap- 
plique du  reste  à toutes  les  fonctions  ; lorsque  la  variable  croit 
par  degrés  égaux  de  plus  en  plus  petits , les  différences  de 
la  fonction  diminuent  d’autant  plus  rapidement  que  leur  ordre 
est  plus  élevé.  Lors  donc  que,  dans  la  construction  d’une  table, 
on  apercevra  que  les  différences  d’un  certain  ordre  deviennent 


- Digitized  by  Google 


INTERPOLATION.  363 

sensiblement  nulles , on  pourra  admettre  qu’il  en  serait  à for- 
tiori de  même  pour  des  accroissements  plus  petits. 

Et  alors  le  problème  de  l’interpolation  peut  s’énoncer  ainsi  : 
Connaissant  les  valeurs  u„,  ui(  u?,...u„  d'une  fonction  qui 
correspondent  à des  valeurs  x0,  x0-fh,  x»-f2h  ...  x0-{-  nh , de  la 
variable;  en  admettant  que , pour  des  accroissements  égaux  quel- 
conques de  x , les  différences  (n  + 1 T*  de  la  fonction  soient  égales 
à zéro , trouver  les  valeurs  de  cette  fonction  qui  correspondent  à 
une  valeur  donnée  de  x comprise  entre  x0  et  x0-f-nh. 


Formule  de  Newton. 

530.  Reprenons  la  formule 

[1]  u.  = w.+  nAw®-f-  âV„  + ...  + 

qui  a été  démontrée  (324). 

Supposons  que  la  dernière  valeur  de  x,  pour  laquelle  u est 
connu,  soit  représentée  par  de  telle  sorte  que  l’on  ait 


et,  par  suite,  n 

et  la  formule  [1]  devient 


xi  = x0  + nh, 
Xi  — Xq 


h 


(Xi  — 

[SI  „B=«0+£i=3A«0  + ^— ^ 


— x0\  (X 1— a?» 


0 


A*u0-f  ... 


1 . 2 . 3 ...  n 

Si , dans  le  second  membre  de  cette  formule  on  remplace  Xi 
par  la  lettre  indéterminée  x,  on  formera  une  fonction  <f(x). 


[31  y(x)=uli+0?—r^\ul 


x — x0(x—x0  \ 

h \ h J 


AMin-K..-)- 


h 1 , 2 

î=S(£=£!_1)...(£^_„+1) 


1 . 2 ...  n 


Am  „ 
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qui,  évidemment,  prend  la  valeur  «»  pour  x — xu  c’est-à- 
dire  pour  x=x0-\ -nh;  je  dis  de  plus  que  si  l’on  y donne 
à x les  valeurs  «0,  xt-\-h,  x„  -f  2 h,  ...  x0+  (»  — l)A,  ç(«)  de- 
viendra successivement  w„,  « ,,  «t ...  un-n  et  comme  d’ailleurs 
cette  fonction  est  un  polynôme  de  degré  n dont  la  différence  »”• 
est  constante  (524),  elle  remplit  toutes  les  conditions  imposées 
par  l’énoncé,  et  est,  par  suite,  la  solution  du  problème  pro-  - 
posé. 

Faisons,  en  effet,  dans  la  fonction  */{x), 

n ; • 

e = ««+P*. 


cette  valeur  pouvant  représenter  toutes  les  autfes  si  le  nombre- 
arbitraire  p devient  successivement  0, 1 ...  n. 


On  aura 

| v • » « 

[4]  ?(a?0+pA)=«, +?*«,+  ...+ 


p.p-l)-(p-p-H) 

r 1.2... p 0 


oc oc 

et  les  termes  suivants  disparaissent , car  — 7— 5 devient  égal 

9 h 

à p et,  par  suite,  l’un  des  termes  de  chaque  facteur  du  nu- 
mérateur, à partir  du  p-f-1"",  devient  égal  à zéro. 

Or,  le  second  membre  de  la  formule  [4]  est  (52  4)  l’expression 
de  «p,  et,  par  suite,  la  fonction  f(x)  devient,  comme  nous  * 

l’avions  annoncé,  égale  à up  quand  on  fait 

# * 

* x = x0  + hp, 

et  elle  remplit  toutes  les  conditions  de  l’énoncé. 


Remarque  I.  En  écrivant,  comme  nous  l’avons  fait,  la  formule 


. . , n.n — 1 . . n.(n — l).(n — n-|-l).B 

= « + «Au0  -f  12  AX+-.H — ;A"y, 


1.2...» 


il  faut  avoir  bien  soin  de  ne  pas  supprimer  les  facteurs  com- 
muns aux  deux  termes  des  derniers  coefficients.  Ainsi,  par 
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exemple,  le  coefficient  deA’w.est  l’unité,  mais  on  doit  l’é- 
crire ' 

• ».(n— — n + 1) 

1 . 2 ...n 

' * * . * 

’ *■  X £ 

qui  fournit  par  la  substitution  de  — ~ à n , dans  le  numéra- 
teur, un  polynôme  bien  différent  de  l’unilé. 

531.  Remarque  II.  La  fonction  «p(®),  que  nous  avons  trou- 
vée (330)  est  le  seul  polvnomc  de  ® qui  puisse  résoudre  le  pro- 
blème tel  qu’il  a été  posé.  En  effet,  la  différence  n- f 1“  de- 
vant être  nulle  d’après  l’une  des  conditions,  le  polynôme  ne 
peut  avoir  un  degré  plus  élevé  que  le  »■"*.  Or,  un  tel  polynôme 
étant  désigné  par  ^(®)  et  devant  prendre  les  mêmes  valeurs 
que  <p(®),  savoir  v„,  u,...wA>  pour  x = x0,  xu  x,...  xn,  il 

faut  que  la  différence  f(®)  — +(®)  s’annule  n -f- 1 fois , ou  en 
d’autres  termes  que  l’équation 

— 'K«)=0* 

admette  au  moins  n -j-  t racines,  x„,  xt...  ®„;  ce  qui  exige , 
puisqu’elle  est  du  degré  n,  que  son  premier  membre  soit 
identiquement  nul,  et  que,  par  suite,  les  fonctions  <p  et  ^ 
soient  identiques. 

332.  Nous  donnerons  une  application  de  la  méthode  précé- 
dente. 

Supposons  que  l’on  veuille  obtenir  le  logarithme  de 
3,1415926536  par  le  moyen  d’une  table  de  logarithmes  à dix 
décimales.  On  regardera  les  logarithmes  contenus  dans  celle 
table  comme  les  valeurs  données  de  la  fonction  u,  les  nombres 
comme  celles  de  x , et  l’on  formera  le  tableau  suivant . 


X 

U 

Ah0 

A*«0 

A5», 

A*w0 

3.14 

3.15 

3.16 

3.17 

3.18 

0,4969296481 

0,498310553» 

0,4996870826 

0,5010592622 

0,5024271200 

0,0013809057 

0,0013765288 

0,0013721796 

0,0013678578 

—0,0000048769 

—0,0000043492 

-0,0000043218 

0,0000000277 

0,0000000274 

t , 

-0,0000000003 
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La  différence  quatrième  étant  extrêmement  petite , on  peut 
considérer  la  différence  cinquième  comme  nulle. 

Pour  appliquer  la  formule 


[3] 


fX—X o 

h A h ~V 


1.2 


,T  h ““° 

(=?-») 


4 

(x—xn)  /x~x, 

+ 

nous  devons  faire 


1.2.3 


A3w„ 


.... 

ï Ô O A ‘ A M 


1.2. 3. 4 


et  comme 

on  obtiendra 

x—xt 

h 


w0=  0,4969296481  , 

Av0  = 0,0013809057 , 

A*m0  =—0,0000043769 , 

AsMt  = 0,0000000277 , 

A\=— 0,0000000003  ; 

A =0,01 , 

#0=3,14,  x — #0= 0,00 15926536  ; 

#— #0  l 

0, 1 5926536 , = - 0,42036732  ; 


(»—*,)  « 

— h 2 

— * — 0,61357821 , 

ü 


#-#.  O 

~h  6 
4 . 


0,71018368. 


Avec  ces  valeurs  il  sera  facile  de  mettre  en  nombres  la  for- 
mule [3]  qui  donnera 

«. = log  3,14 1 5926536  = 0,4971498727. 


Formule  d’inierpolation  de  Lagrange. 

333.  Il  existe  une  autre  formule  qui  fait  connaître  approxima- 
tivement les  valeurs  d’une  fonction  u , lorsqu’on  connaît  les  va- 
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leurs  w0,  m,,  ...  un  qu’elle  prend  pour  des  valeurs  x0,  xtt  xt, ... 
xn , de  la  variable.  Nous  supposons , comme  précédemment , 
que  u soit  une  fonction  rationnelle  de  x du  degré  n.  Soit  donc 

+ Y*’  +...+J*»", 
on  aura  Wo=“+P;Fo4-Y^ot  + — +t*®on. 

Wi  =®-J-  P#i  "f"  ••  • 

Mj  = « -{-  P#j  -f-  y Xt  -f- ...  -f  - [*#«"» 

«»  = * -+-  Sx„  -f  fX  „*■ + ...  -f  \>.Xnn  ; 

et  l’on  pourrait  déterminer  a , p , ...  p. , en  résolvant  ces  équa- 
tions qui  sont  du  premier  degré , mais  on  se  dispense  de  cette 
résolution  en  posant 

ttj;=Xw0-f-  Xi«i  -f-  X2Mj-|-  ...-)-  X„w„. 

X„,  Xi,  Xt, ...  X„  étant  des  fonctions  de  x assujetties  aux  con- 
ditions suivantes  : 

Pour  a:  = a70:  Xj,  X,,  ...  X»  doivent  s’annuler  el  X devenir 
égal  à l’unité  ; 

Pour  x = xt:  X*,  X,,  ...  XB  doivent  s’annuler  et  Xt  devenir 
égal  à l’unité  ; 

Pour  x—x,:  X0,  X, , Xj, ...  X„  doivent  s’annuler  et  X,  devenir 
égal  à l’unité  ; 


Pour  x=xn:  X0,  X, , ...  X„_i  doivent  s’annuler  et  Xn  devenir 
égal  à l’unité. 

Il  est  évident,  en  effet,  que  d’après  ces  conditions,  ux  devien- 
dra égal  à u0,  Mi , ...  m„  pour  les  valeurs  x0,  x{ , ...  x„  de  x. 

X0  s’annulant  pour  les  valeurs  xit  xt, ...  xn  de  x,  on  peut 
poser 

X<,= A0  [x—ic t)(x—Xi)  ...(x—xn)  ; 
et  comme,  pour  x=xa,  on  doit  avoir  X„=l , on  posera 

A- 1 • 

(X—Xi)  (X„  — X ,) . . . (X„—XK) 

en  sorte  que 

£ _ (X—Xt)(X—Xj)  ■ . . (x—xn)  . 

(x0— r,)(X0  X^ . . . (j"0  T n) 
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x _ (x—x0)(x—x,) . ■ , (x—xn) 

1 («,— x„)  (Xt—Xt) . . . (x,—xn)  ’ 

x _ (x—x0)  (X—Xj)  (x—x,) . ■ . (X—Xn) 

’ ~ (Xt—Xo)  {Xi — Xi)  . . . (Xf—Xn)  * 

la  formule  cherchée  est  donc 


_ (X— x,)(x— X.) . ■ . (x—x„)  . ' (x—x„)  ( X—Xj ) . . . (x — xn) 

Ux  ~~V<>(X0 — Xi){Xq—Xà  ...  (x0—x„)'  1 (Xl—X0){Xl—Xi)...(X1—X„) 

. {x— x0)(x— X,)  ,..{X— Xn-x) 

’^U’'{Xn—X0){Xn—Xi)...{Xn—Xn^)' 


Application  de  la  méthode  d’interpolation  à la  représentation  exacte  d’une 
fonction  entière  f(x ) du  degré  m,  dont  on  connailles  valeurs u,,  «n 
correspondantes  aux  valeurs  de  xt,  x9+h...x,+mh  de  la  variable. 


334.  La  formule  d’interpolation  démontrée  (330),  a pour  but 
de  former  une  fonction  entière  de  degré  m , qui , pour  les  va- 
leurs x„,  xv-\-h  ...Xç+mh  de  x,  prenne  les  valeurs  w, 

Or  deux  fonctions  entières  de  degré  m. , ne  peuvent  être  égales 
pour  m-\- 1 valeurs  de  la  variable  sans  être  complètement 
identiques,  car,  sans  cela , en  les  égalant , on  formerait  une 
équation  de  degré  m admettant  m-fl  racines;  la  fonc- 
tion f{x)  indiquée  dans  l’énoncé  est  donc  identique  à la  for- 
mule fournie  par  la  méthode  d’interpolation,  et  l’on  a 


[A]  - 


(X— X0)  (X— x0  ,\ 

h \ h V 

1 . 2 


AX  + - 


(x—x0) 


\ h 


1 .2  ...m 


m 

- A”X; 


on  conclut  de  cette  formule  que  si  les  quantités  Aw0 ...  Am«0 , 

CC  X 

sont  positives,  en  donnant  à x une  valeur  telle  que  — s, 

X~~CC  X X ’ 

— jj—  — 1 ...  — 5 — »«-}- 1 soient  des  quantités  positives  , 
c’est-à-dire  en  faisant  x plus  grand  que  x0-\-(m — 1 )h,  f{x)  sera 
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positif.  On  peut  môme  ajouter  qu’à  partir  de  la  valeur  x—x0 
+ (»» — 1)A,  tous  les  termes  qui  composent  le  second  membre 
de  la  formule  [A]  augmentent  avec  a?,  et  que,  par  suite,  il  en 
est  de  même  de  f(x). 

xa-\-{m — 1)A  est,  évidemment,  d'après  cela,  une  limite 
supérieure  des  racines  positives  de  l’équation  f(x)  = 0 ; et  les 
solutions  de  l’équation  doivent  être  cherchées  parmi  les  nom- 
bres inférieurs  à cette  limite. 

RÉSUMÉ. 

329.  But  de  l’interpolation.  Condition  arbitraire  que  l’on  s’impose.  — 
330.  Formule  d’interpolation  applicable  à une  fonction  dont  on  connaît 
les  valeurs  pour  des  valeurs  équidistantes  de  la  variable.  — 33t.  La 
fonction  trouvée  est  le  seul  polynôme  entier  en  x qui  puisse  satisfaire 
aux  conditions  demandées.  — 332.  Application  à un  exemple.  — 
333.  Formule  d’interpolation  de  Lagrange.  — 334.  Application  de  la 
méthode  d’interpolation  à la  représentation  exacte  d'une  fonction  en- 
tière de  degré  m,  dont  on  connaît  les  valeurs  correspondant  à m valeurs 
équidistantes  de  la  variable. 

EXERCICES. 

I.  On  a observé  une  planète  et  les  ascensions  droites  ont  été 
trouvées  : 

Le  12  janvier  12u  30' 

19  janvier  9h  0' 

20  janvier  91’  17' 

24  janvier  8h  1' 

Trouver  par  interpolation  l’ascension  droite  du  22  janvier  à 
midi. 

II.  Les  données  restant  les  mêmes,  trouver  le  jour  et  l’heure 
pour  lesquels  l’ascension  droite  a été  nulle. 


0°  3f  25", 21, 
0°  1'  28", 04, 
0»  2'  26", 67, 
— 0»  0'  58", 3. 


24 
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RÉSOLUTION  DES  EQUATIONS  NUMÉRIQUES. 


Opérations  préliminaires. 

335.  Pour  résoudre  une  équation  numérique , il  convient 
d’appliquer  d’abord  la  méthode  des  racines  commensurables, 
et  de  supprimer  les  facteurs  qui  leur  correspondent.  On  doit 
ensuite  appliquer,  à l’équation , la  méthode  exposée  au  cha- 
pitre xxiii  , pour  la  décomposer,  s’il  y a lieu,  en  plusieurs 
autres  qui  n’aient  plus  que  des  racines  simples.  La  première  de 
ces  opérations  n’a  d’autre  but  que  de  rendre  les  calculs  plus 
simples.  La  seconde  est  indispensable , elle  nous  permettra 
d’affirmer,  dans  ce  qui  va  suivre  , que  s’il  existe  une  racine  a, 
deux  nombres  a — h , a-|-A’,  qui  la  comprennent , étant  substi- 
tués dans  l’équation , doivent  donner  des  résultats  de  signes 
contraires,  quand  A et  A'  sont  suffisamment  petits.  Il  suffit 
évidemment  pour  cela  qu’il  n’y  ait  aucune  racine  autre  que  a 
comprise  a — A et  a+A'. 

Enfin , avant  de  commencer  l’application  de  la  méthode  de 
recherche  que  nous  allons  exposer,  il  sera  bon  de  fixer,  par  la 
règle  de  Descartes,  uue  limite  supérieure  du  ndmbre  de  ra- 
cines positives  et  du  nombre  de  racines  négatives  que  peut  avoir 
l’équation  proposée. 

\ » 

Séparation  des  racines. 

536.  Après  avoir  exécuté  les  opérations  préliminaires  dont 
nous  venons  de  parler,  et  dont,  je  le  répète,  celle  qui  est  rela- 
tive aux  racines  égales  est  seule  indispensable,  on  substituera, 
dans  le  premier  membre  de  l’équation  proposée,  les  nombres 
entiers  consécutifs:  — ..,  —4,  — 3,  — 2,  — 1,  0,  -(-1,  +2,  -f-3, 
+4 Celte  substitution  se  fera,  comme  il  a été  expliqué (323), 
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par  la  méthode  des  différences,  c’est-à-dire  que  l’on  calculera 
directement  un  nombre  de  valeurs  consécutives  égal  au  degré  m 
de  l'équation,  et  l’on  en  déduira  leurs  différence  jusqu’à  celle 
de  l’ordre  m — 1 ; puis,  en  se  fondant  sur  ce  que  la  différence 
de  l’ordre  m est  constante  et  égale  (32S)  à A.1.2...m  (A  étant 
le  coefficient  du  premier  terme)  on  pourra,  par  de  simples 
additions , former  le  tableau  des  valeurs  des  différences  succes- 
sives, et  enfin  de  la  fonction  elle-même.  On  s’arrêtera,  dans 
ce  tableau , lorsque  l’un  des  résultats  obtenus  sera  de  même 
signe  et  les  différences  correspondantes  seront  positives,  on 
sait  alors  que  la  valeur  correspondante  de  x,  augmentée  de 
(M — 1)  unités  (534),  est  une  limite  supérieure  des  racines. 

Si  les  résultats  de  la  substitution  des  nombres  entiers  ne 
sont  pas  tous  de  même  signe,  il  y arrivera,  une  ou  plusieurs  fois, 
que  deux  résultats  consécutifs  soient  de  signes  contraires,  et 
nous  pourrons  affirmer  qu’entre  les  nombres  entiers  corres- 
pondants il  existe  une  ou  un  nombre  impair  de  racines. 

Si  le  nombre  des  intervalles  dans  lesquels  l’existence  des  ra- 
cines réelles  devient  ainsi  manifeste , est  précisément  égal  au 
nombre  des  racines  que  le  théorème  de  Descartes  permet  de 
supposer,  les  racines  sont  séparées,  c’est-à-dire  que  l’on  est 
assuré  d’avoir , pour  chacune  d’elles , deux  nombres  qui  la 
comprennent  et  qui  n’en  comprennent  pas  d’autres. 

Mais  s’il  arrive,  au  contraire,  que  le  nombre  de  ces  inter- 
valles soit  moindre  que  le  nombre  des  racines  possibles , et,  en 
particulier,  si  les  nombres  entiers  substitués  dans  le  premier 
membre  donnent  tous  les  résultats  de  mêmes  signes,  on  doit 
rester  dans  le  doute  et  recourir  à de  nouvelles  substitutions. 
Mais  ces  substitutions  ne  doivent  être  faites  que  dans  des  inter- 
valles choisis,  où  elles  présentent  quelque  chance  de  succès. 
Voici  comment  on  déterminera  ces  intervalles. 

Après  avoir  obtenu  les  résultats  de  la  substitution  des  nom- 
bres entiers  dans  le  premier  membre  de  l'équation  propo- 
sée, on  portera  sur  une  ligne  droite,  à partir  d’une  origine  0, 
des  longueurs  égales  qui  représentent  les  valeurs  1 , 2,  3,  .... 
attribuées  à l’inconnue  x , et  en  sens  opposé , des  longueurs 
destinées  à représenter  les  valeurs  négatives  —1,  —2,  — 3, ...  ; 
puis , par  l’extrémité  de  chacune  de  ces  longueurs , on  élèvera 
(sans  y apporter  aucune  précision)  une  perpendiculaire  représen- 
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tant  la  valeur  correspondante  du  premier  membre  de  l’équatioû 
proposée,  cette  perpendiculaire  étant  portée  dans  un  sens  ou 
dans  un  autre , suivant  que  la  valeur  est  positive  ou  négative. 
Il  est  évident  que  si  l’on  procédait  de  la  même  manière , non 
plus  seulement  pour  les  valeurs  entières , mais  pour  toutes  les 
valeurs  possibles  de  x , on  obtiendrait  une  courbe,  et  les  inter- 
sections de  cette  courbe  avec  la  droite,  sur  laquelle  on  porte 
les  x,  feraient  connaître  les  racines,  car  elles  correspondraient 
à la  valeur  de  x pour  laquelle  le  premier  membre  de  l’équation 
s’annulant , il  faut  porter  une  perpendiculaire  nulle]  au-dessus 
de  l’axe.  Les  valeurs  particulières  du  premier  membre  que 
nous  avons  obtenues  font  connaître  des  points  de  cette  courbe, 
et  permettent  de  se  faire  à peu  près  une  idée  de  sa  forme , et 
d’en  conclure  par  conséquent  les  intervalles  dans  lesquels 
l’existence  des  racines  est  probable,  et  où  il  convient  de  les 
chercher  par  des  substitutions  nouvelles. 

Si,  par  exemple,  en  substituant  à x les  valeurs  0, 1,  2,  3,  4, 
5 , 6 , on  trouve , pour  le  premier  membre  d'une  équation , les 
valeurs 

1,50  , 0,86  , 0,08  , 0,15,  1,25  , 3,  4. 

Les  points  correspondants,  qu’il  faudra  construire,  sont  pla- 
cés à peu  près  comme  il  suit  : 


Et  l’on  conçoit  que  si  la  courbe  qui  les  réunit  coupe  l’axe 
des  x,  ce  doit  être  entre  les  points  2 et  3.  Cependant  nous  ne 
sommes  nullement  en  droit  d’affirmer  que,  dans  les  autres  inter- 
valles, il  n’y  ait  pas  de  racines;  il  pourrait  même,  à la  rigueur, 
en  exister  entre  5 et  6 ( intervalle  où  l'inspection  des  résultats 
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précédents  n'en  ferait  certainement  pas  présumer).  Il  suffirait 
que  la  courbe  inconnue  qui  réunit  nos  différents  points  fût 
suffisamment  contournée. 

537.  Il  existe  cependant  un  théorème  qui  assigne  une  limite 
aux  irrégularités  que  peuvent  présenter  les  courbes  analogues 
à celles  dont  il  vient  d’ètre  question. 

S»  l'équation  proposée  est  de  degré  m , une  parallèle  à la  ligne 
sur  laquelle  on  porte  les  valeurs  de  x ne  peut , dans  aucun  cas , 
rencontrer  la  courbe  en  plus  de  m points. 

Soit,  en  effet,  d la  distance  de  cette  parallèle  à la  ligne  des  x, 
elle  rencontrera  la  courbe  précisément  aux  points  qui  corres- 
pondent aux  valeurs  de  x , pour  lesquelles  le  premier  membre 
est  égal  à d.  Or,  en  égalant  le  premier  membre  à un  nombre 
donné , on  obtient  une  équation  de  degré  m qui  ne  peut  avoir 
plus  de  m racines.  J’ajoute  que  souvent  l’application  du  théo- 
rème de  Descartes  à cette  équation  donnera  une  limite  plus 
petite  encore. 

Si  l’on  revient  à l’exemple  proposé  dans  le  chapitre  pré- 
cédent, on  voit  que  l’existence  d’une  racine  comprise  entre  5 
et  6 exigerait  que  la  courbe  pût  être  coupée  en  quatre  points 
au  moins  par  une  parallèle  à la  ligne  des  x , et  que,  par  suite, 
l’équation  obtenue  en  égalant  le  premier  membre  à un  nom- 
bre d pût  avoir  quatre  racines  positives. 

338.  Lorsque  l’inspection  des  résultats  obtenus  aura  indiqué 
les  intervalles  dans  lesquels  on  présume  l’existence  des  racines, 
on  devra  substituer,  dans  ces  intervalles,  des  nombres  équi- 
distants d’un  dixième,  et  il  arrivera,  la  plupart  du  temps,  que 
ces  substitutions  montreront  assez  nettement  la  forme  de  la 
courbe,  pour  qu’on  aperçoive  avec  certitude  les  limites  qui 
comprennent  les  racines , ou  que  l’on  acquière  la  conviction 
qu’il  n’en  existe  pas.  Nous  n’avons  rien  à ajouter  sur  la  ma- 
nière de  tirer  parti  de  ces  résultats  nouveaux  : il  faudrait 
répéter  mot  pour  mot  ce  que  nous  avons  dit  au  sujet  de  la  sub- 
stitution des  nombres  entiers. 

Pour  calculer  les  résultats  de  la  substitution  des  nombres,  de 
dixièmes  en  dixièmes,  il  faudra  procéder  comme  pour  celle 
des  nombres  entiers  : calculer  d’abord  un  nombre  de  résultats 
consécutifs  égal  au  degré  de  l’équation , former  les  différences 
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qui  en  résultent,  et  chercher  ensuite  les  valeurs  suivantes  par 
de  simples  additions. 


Simplification  relative  à l’équation  ilu  troisième  degré. 

559.  Soit  un  polynôme  du  troisième  degré 
<p(x)  = a?  -f  - pxx  -\-qx-\-r. 

Supposons  que  Ton  ait  substitué  des  nombres  équidistants 
dont  la  différence  soit  A ; on  connaît  la  valeur  de  la  fonction  y(x) 
pour  une  certaine  valeur  x=x„  de  la  variable,  et  l’on  a formé, 
de  plus,  A*(x0),  A’?(x0),  A5<p{,r0). 

Nous  allons  donner  un  moyen  simple  de  calculer  les  diffé- 
rences qui  correspondraient  à un  accroissement  dix  fois  moin- 
dre et  que  nous  représenterons  par  8ip(x0),  8*f(a;0)1 8!?(x0). 

On  a 

A’  A* 

A<p(ag  =<p(*<rM)—  ?(x0)  = At p'(av{- — <p"(ar0', + 77273 • 

Pour  former  , il  faut  prendre  la  différence  du  second 

membre,  c’est-à-dire  son  accroissement  quand  on  y change  xa 
en  x0-f-A,  on  aura  : 

or,  <p'(x„)  est  du  second  degré , <ç"(xj  du  premier  et  est 
constant;  on  a donc 

?'(*•+*)  -<P'(*o)=A<p"(®.)+  ï^2?W(«o). 

<p"(x0+A)— , 

'f'XX'+h}— <fK(x„)=0-, 
donc , en  substituant 

’ + 

AV*b)a=AV(x,)-)-AV(®,), 

on  trouvera  de  même 

AVx0) = A»[?"(x0+  A)  - ?"(«„)]  + AV(*.+ A) — <p"(x»)] , 
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et,  d’après  ce  qui  précède, 

Aya?0)=AV(ar0), 

ainsi  donc 

A^arJ = A<p'(a?0)  -f 1-  ?'(«,)  -f  | <p'(ar0) , 

av^)=avw+AVW. 

Assp(ar0) = À*îf»"(a?0)- 

Si,  dans  ces  formules,  on  remplace  h par  , on  aura  : 

5?(a;<i)=jQ?(a:o)+2Ôô,F  (*.)  + 6(Joo *** 

A l’inspection  de  ces  formules,  on  voit  que  connaissant  les  va- 
leurs des  différences  A , on  formera  immédiatement  î\[xù  qui 
est  la  millième  partie  de  Ay.r0). 

îy#,)  se  compose  de  deux  termes , dont  le  second  est  préci- 
sément êy^o)  et  le  premier  est  la  centième  partie  de  la  diffé- 
rence 

Ay*,)— Ayag, 

c’est-à-dire  de  la  différence  qui  précède  A*<p(<r0)  dans  la  série 
des  A’. 

Enfin  î*(;r0)  se  compose  de  trois  termes  ; les  deux  derniers 
sont  connus.  L’un  est  la  sixième  partie  de  £%(#„) , l’autre  est  la 
h% 

moitié  de—  ?"(#„),  c’est-à-dire  d’un  terme  déjà  calculé  pour 

lUU 

former  8*  ; quant  au  troisième  terme  — ?'(#„) , on  remarquera 
qu’il  est  la  dixième  partie  de  hy'(afi)  et  que  l’on  a 

*?'(*«) = A<Ky#)— -^2 ?"(*») — ^ *•(*.)  • 

Le  second  membre  se  compose  de  trois  termes  connus  et  on  le 
calculera  facilement. 
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En  résumé  : 

osç{#0)  est  la  millième  partie  de  As<p(a:0)  ; 

syjr0)  est  la  somme  de  8*<p(a:0)  et  de  la  centième  partie  du 
terme  qui  précède  Ay^J  dans  la  série  des  A1.; 

S<f(xJ  se  compose  de  la  sixième  partie  de  sy#,),  de  la  moitié 
du  terme  calculé  pour  obtenir  S*<p(a?0)  et  de  la  dixième  partie  de 
l’expression 

dont  les  trois  termes  sont  connus. 


Application  de  la  méthode  précédente. 

340.  Considérons  l’équation 

a? — 7x-j-7  = 0. 

Si  nous  substituons  à x les  valeurs  — 1 , 0,  +1,  nous  trouvons, 
pour  le  premier  membre,  les  valeurs  correspondantes  13,  7,  l, 
dont  les  différences  premières  sont  —6,  —6,  et  la  différence 
seconde  0.  Quant  à la  différence  troisième  on  sait  (326)  qu’elle 
est  égale  à 6.  Nous  formerons  donc  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

a y 

A *y 

A'ty 

• 

6 

6 

—1 

13 

— 6 

0 - 

6 

0 

7 

—6 

6 

1 

1 

6 

6 

> 

6 

6 

6 

et  nous  en  déduirons , par  des  additions  successives , la  table 
des  valeurs  de  A 'y,  A y,  y,  que  j’inscris  dans  un  nouveau  ta- 
bleau , afin  que  l’on  aperçoive  mieux  dans  le  précédent  les  ré- 
sultats qui  servent  de  base  à tous  les  autres. 
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X 

y 

\y 

Ahj 

— 4 

—29 

30 

—18 

6 

— 3 

1 

12 

—12 

6 

— 2 

13 

0 

— 6 

6 

— 1 

13 

—6 

0 

6 

0 

7 

—6 

6 

6 

1 

1 

0 

12 

6 

2 

1 

12 

18 

3 

13 

30 

4 

43 

5 

A l’inspection  des  valeurs  de  y,  on  voit  qu’il  existe  une  racine 
négative  comprise  entre  — 3 et  — 4,  et  comme  la  règle  de  Des- 
cartes apprend  qu’il  n’en  existe  qu’une , il  n’y  a pas  lieu  d’en 
chercher  d’autres. 

Quant  aux  racines  positives  il  peut  en  exister  deux , mais , 
pour  les  découvrir,  nous  devons  recourir  à de  nouvelles  substi- 
tutions. Si  nous  représentons  graphiquement  les  résultats  obte- 
nus, nous  obtenons  la  figure  suivante  : 
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La  courbe  qui  réunit  ces  points  ne  devant  être  coupée  qu'en 
trois  points  par  une  parallèle  à la  ligne  des  x,  ne  peut  évidem- 
ment couper  cette  ligne  qu’entre  les  points  1 et  2 ; c’est  donc 
entre  ar  = l et  x—2,  que  nous  devons  substituer  des  valeurs 
distantes  de  0,1. 

Nous  savons  que  pour  x=  1 , le  premier  membre  que  nous 
désignons  par  y,  est  lui-inême  égal  à i,  on  a,  de  plus,  pour  des 
accroissements  de  x égaux  à l’unité,  Ay=0,  A*y=:  12,  A'y=6, 

l’accroissement  devenant  égal  à ^ , nous  trouverons  (339) 
A»y=0,006,  A’y=  0,066, 


Aÿ  =—0,369; 

et  nous  pourrons,  d’après  ces  valeurs,  former  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

A’y 

A’y 

1 

i 

— 0,369 

0,066 

0,006 

1,1 

0,631 

— 0,303 

0,072 

0,006 

1,2 

0,328 

— 0,231 

0,078 

0,006 

1,3 

0,097 

—0,153 

0,084 

0,006 

1,4 

—0,056 

—0,069 

0,090 

0,006 

1,5 

—0,125 

0,021 

0,096 

0,006 

1,6 

—0,104 

0,117 

0,102 

0,006 

1,7 

+0,013 

0,219 

0,108 

0,006 

1,8 

0,232 

0,327 

0,114 

1,9 

0,559 

0,441 

2 

1 

On  voit , à l’inspection  de  ce  tableau , que  y change  de  signe 
quand  x passe  de  la  valeur  1,3  à la  valeur  1,4  et  de  la  valeur  1,6 
à 1,7.  11  y a donc  deux  racines  positives  dont  les  valeurs,  à un 
dixième  près,  sont  1,3  et  1,6. 

341.  Si  l’on  voulait  obtenir  une  plus  grande  approximation, 
il  faudrait  substituer  à x des  valeurs  distantes  de  0,01  entre  1 ,3 
et  1,4  et  entre  1,6  et  1,7.  Ces  substitutions  se  feront  comme  les 
précédentes  au  moyen  des  différences.  On  commencera  par  re- 
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marquer  que  pour  x:=  1,3  on  a ÿ=0,097,  à partir  de  cette  va- 
leur les  différences  relatives  à un  accroissement  de  x égal  à 0, 1 
sont,  comine  on  le  voit  par  le  tableau  précédent, 

y=O,097,  by  = — 0,153,  A*y=0,084,  A>!/  = Q,006. 

Si  nous  voulons  en  déduire  les  valeurs  des  différences  rela- 
tives. à un  accroissement  de  x égal  à 0,01  , nous  trouverons 
au  moyen  des  formules  données  plus  liant  : 

*y«o)  = Tïfcïï  x Ay*0)  ==  0,000  006, 

Stytfo)  = 0,000  006  + ^ X 0,078, 

= 0,000  786, 

5<p(*o)  = 0,000  001  + 0,00039  -f  ^(—  0,153  — 0,01), 

= —0,018  909; 

et  comme  on  a d’ailleurs  pour  x— 1,3 

y=0,097, 

on  peut  former  le  tableau  suivant  : 


X 

y 

\y 

A ‘y 

1,3 

0,097000 

—0,018909 

0,000786 

0,000006 

1,31 

0,078091 

—0,018123 

0,000792 

id. 

1,32 

0,059968 

—0,017331 

0,000798 

id. 

1,33 

0,042637 

—0,016533 

0,000804 

id. 

1,34 

0,026104 

—0,015729 

0,000810 

id. 

1,35 

0,010375 

—0,014919 

0,000816 

id. 

1,36 

—0,004544 

—0,014103 

0,000822 

id. 

1,37 

—0,018647 

—0,013281 

0,000828 

id. 

1,38 

—0,031928 

—0,012453 

0,000834 

1,39 

—0,044381 

—0,011619 

1,4 

—0,056000 

On  calculera  au  moyen  des  mêmes  formules  les  valeurs 
de  \'y  qui  correspondent  à des  accroissements  de  x 

égaux  à 0,01  à partir  de  la  valeur  x=  1,6,  et  l’on  formera  le 
tableau  suivant  : 
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X 

y 

ty 

àfy 

\'y 

1,6 

—0,104000 

0,007281 

0,000966 

0,000006 

1,61 

—0,096719 

0,008247 

0,000972 

id. 

1,62 

—0,088472 

0,009219 

0,000978 

id. 

1,63 

—0,079253 

0,010197 

0,000984 

id. 

1,64 

—0,069056 

0,011181 

0,000990 

id. 

1,65 

—0,057875 

0,012171 

0,000996 

id.  J 

1,66 

—0,045704 

0,013167 

0,001002 

id. 

1,67 

—0,032537 

0,014169 

0,001008 

id. 

1,68 

—0,018368 

0,015177 

0,001014  . 

1,69 

—0,003191 

0,016191 

1,7 

+0,013000 

On  voit,  d’après  ces  tableaux,  que  les  deux  racines  sont  com- 
prises, l’une  entre  1,69  et  1,70,  l’autre  entre  1,35  et  1,36.  Pour 
calculer  la  plus  grande  à un  millième  près , il  faut  substituer, 
entre  1,69  et  1,70,  des  valeurs  distantes  d’un  millième.  Ces  va- 
leurs calculées  par  le  même  procédé  que  les  précédentes , ré- 
sultent du  tableau  suivant  ; 


X 

y 

\y 

A’y 

\>y 

1,69 

—0,003191000 

0,001573371 

0,000010146 

0,000000006 

1,691 

—0,001617629 

0.001583517 

0,000010152 

id. 

1,692 

-0,000034112 

0,001593669 

0,000010158 

id. 

1,693 

+0,001559557 

0,001603827 

0,000010164 

id. 

1,694 

0,003163334 

0,001613991 

0,000010170 

id. 

1,695 

0,004777375 

0,001624161 

0,000010176 

id. 

1,696 

0,006401536 

0,001634337 

0,000010182 

id. 

1,697 

0,008035873 

0,001644519 

0,000010188 

id. 

1,693 

0,009680392 

0,001654707 

0,000010194 

1,699 

0,011335099 

0,001664901 

1,70 

0,013000000 

On  voit  que  y change  de  signe  lorsque  x passe  de  la  valeur 
1,692  à 1,693.  La  racine  est  donc,  à un  millième  près,  égale  à 
1,692. 

.* 

542.  Les  tableaux  précédents  permettent  de  pousser  l’ap- 
proximation plus  loin  encore. 

Remarquons,  en  effet,  que  dans  le  dernier  de  ces  tableaux  la 
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différence  seconde  est  extrêmement  petite.  On  peut  donc , sans 
erreur  sensible , la  considérer  comme  nulle , et  admettre , par 
suite,  que  les  accroissements  de  y soient  proportionnels  à ceux 
de  x.  Nous  pourrons  alors  obtenir  la  valeur  de  x pour  laquelle  y 
est  nul , en  procédant  comme  on  le  fait  dans  l’emploi  des  ta- 
bles de  logarithmes.  Nous  dirons  : 

Lorsque  x augmente  de  0,001  et  passe  de  la  valeur  1 ,692  à la 
valeur  1,693,  la  variation  de  y,  est  0,001593669. 

Pour  que  la  variation  de  y soit  0,000034112,  c’est-à-dire  pour 
que  y devienne  zéro,  il  faut  donc  que  la  variation  S de  x satis- 
fasse à la  proportion 


o.ooi  : s ::  0,001593669 : o, 000034112 , 
d’où  l’on  déduit 


0,000000034 112 

0,001593669 


0,0000014, 


ensorte  que  la  racine  est  égale,  approximativement,  à 1 ,6920214. 

On  doit  observer  que  la  différence  seconde  que  nous  avons 
considérée  comme  nulle  étant,  en  réalité,  un  peu  plus  grande 
que  0,00001 , peut  influer  sur  le  huitième  des  chiffres  déci- 
maux , et  il  n’y  a,  par  conséquent,  aucune  raison  pour  consi- 
dérer le  septième  comme  exact. 

O11  doit  donc  considérer  la  racine  comme  égale  à 1,692021. 

343.  Dans  l’exemple  précédent , la  détermination  des  inter- 
valles dans  lesquels  il  convenait  d’effectuer  de  nouvelles  sub- 
stitutions n’a  présenté  aucune  difficulté.  Malheureusement  il 
n’en  est  pas  toujours  ainsi.  Nous  en  citerons  un  exemple. 

Soit  l’équation 

y=9x* — 24x’-)-16x  — 0,001  =0. 

Si  nous  substituons  à x les  valeurs  — 1,0,  1 , nous  trouvons 
pour  valeurs  correspondantes  de  y,  — 49,001,  0,001,  0,0999, 
dont  les  différences  sont  49,  1,  et  la  différence  seconde  — 48. 
Quant  à la  différence  troisième  elle  est  (326)  égale  à 54. 

Nous  pouvons,  d’après  cela,  former  le  tableau  suivant  : 
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X 

y 

A'y 

A*y 

—1 

— 49,001 

49 

—48 

54 

. 0 

— 0,001 

1 

6 

54 

1 

+ 0,999 

7 

60 

54 

2 

7,999 

67 

114 

3 

74,999 

181 

4 

255,999 

et  si  l’on  représente  ces  valeurs  graphiquement,  ainsi  qu’on  l’a 
indiqué  (356),  on  voit  clairement  qu’il  existe  une  racine  entre 
x=0  et  x=i,  mais  rien  ne  fait  pressentir  qu’il  y en  ail 
d’autres  et  ne  porte  à essayer  de  nouvelles  substitutions.  Si  ce- 
pendant, on  substitue  les  valeurs  distantes  de  0,1  entre  x=l 
et  x—1,  on  trouve  que  les  valeurs  des  différences  relatives  à 
x = l et  h un  accroissement  de  x égal  à 0,1  sontAy  = — 0,401, 
^=0,114,  A’ÿ— 0,054,  ce  qui  permet  de  former  le  tableau 
suivant  : 


x 

y 

*y 

A’y 

A’y 

1 

0,999 

— 0,461 

0,114 

0,054 

1,1 

0,538 

—0,347 

0,168 

id. 

1,2 

0,191 

—0,179 

0,222 

id. 

1,3 

0,012 

+ 0,043 

0,276 

id. 

1,4 

0,055 

0,319 

0,330 

id. 

1,5 

0,374 

0,649 

0,384 

id. 

1,6 

1,023 

1,033 

0,438 

id. 

1,7 

2,056 

1,471 

0,492 

id. 

1,8 

3,527 

1,963 

0,546 

1,9 

5,490 

2,509 

2 

7,999 

En  représentant  graphiquement  les  résultats  qui  y sont  conte- 
nus, l’on  voit  clairement  que  la  courbe  qui  passe  par  les  points 
obtenus,  ne  peut  couper  la  ligne  des  x qu’entre  le  point  1,3 
et  le  point  1 ,4.  Substituons  donc  entre  ces  deux  valeurs , des 
valeurs  de  x distantes  de  0,01  ; ces  valeurs  se  calculeront 
comme  les  précédentes  en  formant  d’abord,  par  les  formu 
les  (539),  les  valeurs  de  Ay,  A’y  et  A'y  qui  correspondent  à 
x = 1,3,  et  à des  accroissements  de  la  variable  égaux  h 0,01  : 
nous  formerons  ainsi  le  tableau  suivant  ; 


Digitized  by  Google 


RÉSOLUTION  DBS  ÉQUATIONS  NUMÉRIQUES.  383 


X 

y 

à'y 

1,3 

+0,012000 

—0,006581 

0,002274 

0,000054 

1,31 

+ 0,005419 

—0,004307 

0,002328 

id. 

1,32 

+0,001112 

— 0,001979 

0,002382 

id. 

1,33 

—0,000867 

+ 0,000403 

0,002436 

id. 

1,34 

—0,000464 

0,002839 

0,002490 

id. 

1,35 

+ 0,002375 

0,005329 

0,002544 

id. 

1,36 

+ 0,007704 

0,007873 

0,002598 

id. 

1,37 

+ 0,015577 

0,010471 

0,002652 

id. 

1,38 

+ 0,026048 

0,013123 

0,002706 

1,39 

+ 0,039171 

0,015829 

1,4 

+ 0,055000 

qui  prouve  que  l’une  des  racines  est  comprise  entre  1,32 
et  1,33,  l’autre  entre  1,34  et  1,35. 


Méthode  de  Newton. 

344.  Lorsque  l’on  considère  une  fonction  dans  un  inter- 
valle très- peu  considérable,  on  peut  presque  toujours,  sans 
erreur  sensible,  regarder  les  accroissements  comme  propor- 
tionnels à ceux  de  la  variable  et  les  représenter  par  le  produit  , 
de  la  dérivée  de  la  fonction  par  l'accroissement  même  de 
la  variable.  L’erreur  commise  dans  cette  substitution  sera 
d’autant  moindre  que  l’on  prend  des  accroissements  plus 
petits.  Celte  remarque  s’applique  à toutes  les  fonctions,  mais 
nous  la  développerons  seulement  ici  sur  les  fondions  algébri- 
ques entières  pour  s’appliquer  à la  résolution  des  équations 
considérées  dans  ce  chapitre. 

Soient 

[1]  F(a?)=0; 

une  équation  algébrique,  et  a une  valeur  approchée  d’une  racine 
dont  nous  désignerons  par  a + h la  valeur  exacte,  on  aura  évi- 
demment 

[2]  F(a  + *X=0; 
ou 

[3j  F(«)  + F’(«]A  -f  F" («)  ~ + - + ~~  A"=  0, 
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et  en  négligeant  les  termes  qui  contiennent  A à une  puissance  . 
plus  élevée  que  la  première,  on  a,  avec  une  approximation 
d’autant  plus  grande  que  A est  plus  petit, 

F(a  + A)  = F(a)  + F'fo)A; 

eu  sorte  que  l’équation  [3]  devient 

F (a)  -j-  F ' (a)  A — 0 , 


et  l’on  en  déduit  A= — ; 

F» 

la  valeur  approchée  de  la  racine  est,  par  conséquent, 


a 


F (a) 
F'(a)  ’ 


en  désignant  celte  valeur  par  b , et  appliquant  de  nouveau  le 
même  procédé,  on  trouvera  une  valeur  plus  approchée  encore 


b 


F(6) 

w 


et  en  répétant  cette  opération  plusieurs  fois  de  suite,  on  obtien- 
dra rapidement  une  très-grande  approximation  ; il  est  impos- 
sible d’indiquer  d’une  manière  générale,  et  indépendamment 
de  tout  exemple  particulier,  la  rapidité  avec  laquelle  croissent 
les  approximations,  mais,  dans  chaque  cas,  on  s’en  forme  faci- 
lement une  idée  en  procédant,  comme  nous  allons  le  faire,  dans 
l’exemple  suivant. 

348.  Reprenons  l’équation 


F (*)  = «*  — 7æ+7  = 0; 


nous  avons  trouvé  que  l’une  de  ses  racines  est,  à — — r près, 

1 UvU 


égale  à 1,692;  si  nous  la  désignons  par  1,692-}- A,  A sera  plus 
petit  que  0,001,  et  nous  aurons 


F(*  4- A)  = F(«)  + W[x)  + ^ F»  + JL  F»=  0,  » 

par  suite 

F (x)  A*  F"(x)  A»  F"(x) . 

F'(ar)  1.2  F' (<r)  1.2.3  F’  (a?)  ’ 
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pour  x =1,692,  les  coefficients  de  A*  et  de  A*  sont,  l’un  plus 
petit  que  3,2 , l’autre  moindre  que  l’unité , en  sorte  que  le  se- 
cond et  le  troisième  terme  du  second  membre  sont  moindres, 
l’un  que  0,000003,  l’autre  que  0,000000001,  nous  avons  donc, 
à un  millionième  près , 

'* — m' 

on  a,  d’après  le  tableau  (341),  pour  «=  1,692, 

F (x) = — 0,000034 112;- 

d’ailleurs  F'  {x)  = 3#’  — 7 = + 1 ,588592  ; 


donc 


Mais,  d’api  ès  le  résultat  que  nous  venons  d’obtenir,  la  va- 
leur *=1, 692  était  exacte,  non-seulement  jusqu’à  mais 

encore  à - JL  près  ; de  plus , d’après  le  même  résultat  pour 

luuuu 

x =1,6920 , l’erreur  A est  moindre  que  ; donc,  le  nombre 


1 


obtenu  est  exact  à moins  de  et  la  valeur  de  a:  est  à 8 déci- 
males, 

« = 1,6920  2147. 

Nous  avons  donc  une  nouvelle  valeur  approchée  de  la  racine 
1,6920  2147=  A, 
représentons  sa  valeur  exacte  par 

1,6920  2147+  A'  = A -f  A', 

nous  aurons 

0 = F (6+ A')  = F(A)  + A'F'(A)+  *Ç.F'b  + + ...; 


d'où 


FA_A^  F"A  A'8  F"'A  . 
F'A  2 'F  A 2.3  F'A  ’ 


A'!  étant  moindre  que et  son  coefficient  que 3,2;  de  plus,  A'3 

25 
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étant  plus  petit  que 


1 

10“’ 


et  son  coefficient  étant  moindre 


l’unité  ; si  l’on  prend 


h'- 


F (b) 
F '(b)* 


que 


l’erreur  commise  sera  de  l’ordre  Cet  exemple  suffit  pour 

donner  une  idée  de  la  rapidité  des  approximations,  et  pour 
montrer  comment  on  doit  l’apprécier  dans  chaque  cas. 

Exemple  II.  Soit  donnée  l’équation 

Fa?  = **  — 2*  — 5 = 0. 


La  première  dérivée  sera 

F'* =3*’ — 2, 


et,  par  suite,  le  terme  de  correction  sera 

t_  F# x? — 2* — 5 

"-~Wx~  3*’  — 2 ’ 

Première  approximation.  On  trouve  immédiatement  que  la 
racine  réelle  de  l’équation  est  comprise  entre  2,1  et  2,2. 

Posons  donc  x =2,1 , et  partons  de  cette  valeur  pour  trouver 
la  racine  x avec  plus  d’exactitude.  En  remplaçant  x par  2,1 , 
dans  les  fonctions  F (a?)  et  F'(*),  nous  aurons 


et 


F*  = 0,061 
F'o?=  11,23  ; 


donc  h= — = — 0,0543 

«1  = 2,095. 


Deuxième  approximation.  Partant  de  cette  nouvelle  valeur  ap- 
prochée de  la  racine , nous  aurons  d’abord 

*i  = 2,095, 

*,‘  = 4,389, 

«,*  = 9,195; 
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Fx,  = 0,005  et  F'o;1=  11,167; 
0,005 


387 


A,= — 


-0,000  448 


11,167 

x,  = Xi  -f  A,  = 2,094  552. 


L’erreur  A étant  moindre  que  de  plus,  les  coefficients 
de  A’  et  A*  étant  le  premier  environ  \ , le  second  — , il  s’ensuit 
que  l’erreur  de  x,  sera  plus  petite  que 

Troisième  approximation.  Posons  maintenant  « = 2,094  552; 
comme  l'erreur  de  «,  est  moindre  que  ±,  et  que  de  plus  le! 
coefficients  de  V et  de  A.\  restent  à très-peu  près  les  mêmes , 
nous  pourrons  compter  sur  une  approximation  de  -L. 

On  a d’abord  10 

aV=  4,387148  080704, 


donc 

et 

* ce  qui  donne 


#.’=  9,189109  786734; 
F«,=  0,000005  786734 
F'«,  = 11,161444  242112, 


et 


* _ F*,_  0,000005  786734 

F'*,  11,161444... 0,000000  518458 

«,=«,4- A,  = 2,094551  481542, 


exacte  à moins  de  -i-r. 

10" 


Quatrième  approximation.  Pour  pousser  encore  plus  loin 
1 approximation  de  la  racine , posons 

*,  = 2,094551  481542, 
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nous  aurons,  pour  les  puissances  de  x> , 

xi '=4,387145  908829  787166  697764 
et  #,3=  9,189102  963080  354769  507339, 

et,  par  conséquent, 

F(ars)=  0,000000  000003  645230  492661 

V(x»)  = 1 1 ,!6l437  726489  3615-.. 

valeur  de  sera 

Fx,_  0.0. ..3  645230  492661 
lh~~'Wxs~  + 11,161437  826489  36-.’ 

= 0,000000  000000  326591  482386; 

^=#1+ V, 

a;»  = 2,094551  481542  326591  482386, 

valeur  exacte  à moins  de  un  nouveau  calcul  donnerait  la 
. , 1 

racine  à moins  de  y^. 

Représentation  graphique  de  la  méthode  de  Newton. 

546.  La  méthode  d’approximation  que  nous  venons  d’expo- 
ser peut  se  représenter  graphiquement  d’une  manière  très- 
simple,  que  nous  croyons  devoir  indiquer  ici  quoiqu’elle  exige 
des  notions  de  géométrie  analytique. 

La  recherche  des  racines  réelles  de  l’équation 

/■(*)= 0 

revient  à celle  des  points  où  la  courbe  qui  a pour  équation 
y=f(x)  coupe  l’axe  des  x.  En  désignant  par  a une  valeur  ap- 
prochée  de  la  racine,  et  par  f(a)  la  valeur  correspondante  de  y, 
l’équation  de  la  tangente  à la  courbe 

y=f(x), 

au  point  dont  les  coordonnées  sont  a et  f(a),  est 
y—f(a)  = f'(a){x—a). 


et 

Donc,  la 

ou 

mais 

donc 
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Cetle  tangente  coupc  l’axe  des  x en  un  point  dont  l'abscisse  x 
est  évidemment 


x — a 


m 

m ’ 


c’est-à-dire  précisément  égale  à la  valeur  fournie  par  la  mé- 
thode de  Newton. 

D’après  cela,  la  méthode  de  Newton  équivaut  à la  construc- 
tion suivante: 


/ 


Ayant  la  position  approchée,  P,  du  point  où  une  courbe  coupe 
l’axe  des  x,  pour  en  obtenir  une  autre  plus  approchée  encore , 
on  mène  au  point  M de  la  courbe  qui  se  projette  en  P,  une  tan- 
gente MT,  et  le  point  T est,  en  général,  beaucoup  plus  près  que 
P de  l’intersection  cherchée.  En  répétant  la  même  constmc- 
tion,  on  obtiendra  un  nouveau  point  T'  encore  plus  rapproché 
que  le  précédent , et  ainsi  de  suite. 

Cette  représentation  géométrique  de  la  méthode  de  Newton , 
permet  souvent  de  procéder  avec  plus  de  sécurité  en  renfermant 
à chaque  opération  les  racines  entre  deux  limites  qui  se  rap- 
prochent de  plus  en  plus.  Supposons , en  effet , que  l’on  ait 
trouvé  deux  nombres  A et  B qui  comprennent  une  racine,  et 
que  ces  nombres  soient  représentés  par  les  abscisses  OP,  OQ, 
auxquelles  correspondent  les  points  M et  N de  la  courbe. 


La  méthode  de  Newton  donne  pour  valeur  approchée  de  la  ra- 
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cine , l’abscisse  OT  du  point  T ; d’un  autre  côté , on  voit  sans 
peine  que  la  méthode  des  parties  proportionnelles  (542)  don- 
nerait pour  valeur  approchée  x=  OK  ; k désignant  le  point  où 
l’axe  des  X est  coupé  par  la  corde  MN.  La  racine  est  comprise 
entre  ces  deux  valeurs  approchées,  et  l’erreur  commise  est 
moindre  que  leur  différence. 

Ce  raisonnement  suppose  que  la  courbe  n’ait  pas  d'in- 
flexions entre  les  points  M et  N,  et  que,  par  suite  ( Géométrie 
analytique) , la  seconde  dérivée  f'(x),  ne  s’annule  pas  dans  cet 
intervalle. 
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347.  Nous  nous  bornerons  à traiter  dans  ce  chapitre  quel- 
ques équations  transcendantes,  choisies  parmi  celles  que  l’on 
rencontre  dans  les  applications  des  sciences  mathématiques  et 
qui  nous  permettront  d’exposer  d’une  manière  complète  les 
méthodes  auxquelles  les  géomètres  ont  le  plus  souvent  recours 
pour  leur  résolution. 


Application  de  la  théorie  des  différences  h la  solution  des  équations 
transcendantes. 

348.  La  méthode  que  nous  appliquons  aux  deux  exemples 
qui  vont  suivre  est  très-fréquemment  employée,  elle  consiste 
à substituer  dans  l’équation  proposée  des  nombres  équidis- 
tants, absolument  comme  dans  le  cas  d’une  équation  algébrique. 
Lorsque  l'on  a trouvé  deux  substitutions  qui  donnent  dans  le 
premier  membre  des  résultats  de  signes  contraires,  on  conclut 
qu’il  existe  une  racine  entre  les  valeurs  correspondantes  de  x, 
et  dans  l’intervalle  on  substitue  des  nombres  plus  rapprochés 
qui  permettent  de  resserrer  la  racine  entre  deux  limites  nou- 
velles et  plus  étroites;  cela  fait,  on  considère  le  tableau  qui 
comprend  : l°les  valeurs  attribuées  à l’inconnue;  2°  les  valeurs 
correspondantes  du  premier  membre  de  l’équation;  3°  les  dif- 
férences des  divers  ordres  qui  s’en  déduisent  S’il  arrive  que 
les  différences  d’un  certain  ordre,  du  troisième  par  exemple, 
soient  négligeables,  on  en  conclut  que  la  fonction  peut  être 
remplacée  sans  erreur  sensible  dans  l’intervalle  considéré,  par 
une  fonction  algébrique  (du  second  degré  si  la  différence  troi- 
sième est  considérée  comme  nulle).  La  théorie  de  l’interpola- 
tion fera  connaître  cette  fonction  et  en  la  substituant  au  pre- 
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mier  membre  de  l’équation,  on  aura  ramené  le  problème  h la 
résolution  d’une  équation  du  second  degré. 

Si  les  différences  du  second  ordre  étaient  négligeables , on 
ramènerait  l’équation  à une  équation  de  premier  degré , et  la 
méthode  reviendrait  à l’emploi  des  parties  proportionnelles 
dont  on  fait  usage  dans  un  cas  analogue , en  se  servant  des 
tables  de  logarithmes. 

349.  Exemple  I.  Soit  donnée  l’équation 


e*  — er*  = 5,284a; 


équation  qui  se  présente  en  mécanique  dans  l’étude  de  la 
chaînette. 

Nous  voyons  que  celte  équation  ne  change  pas  lorsqu’on 
remplace  x par  ( — x)  ; par  conséquent  à chaque  racine  corres- 
pond une  autre  racine  égale  mais  de  signe  contraire. 

Pour  mieux  étudier  la  nature  de  cette  équation , posons 

y — e — e~‘ 

et  y = 5,284# 

nons  aurons  alors  les  équations  de  deux  lignes  dont  les  points 
d’intersection  ont  pour  abscisses  les  racines  de  l’équation. 

La  première  de  ces  deux  lignes  AA'  est  une  courbe  transcen- 
dante n’ayant  qu’une  seule  branche  infinie  dans  les  deux  sens. 
Cette  branche  qui  a pour  asymptotes  les  lignes  logarithmiques 
dont  les  équations 

x = log  y et  — #=log — y 
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passe  par  l’origine  des  coordonnées  qui  est  en  même  temps  son 
centre. 

La  seconde  de  ces  deux  lignes  BB'  est  une  droite  qui  passe 
également  par  l’origine. 

Comme  les  deux  lignes  passent  par  l’origine , l’équation  est 
vérifiée  par  # = 0.  En  outre,  il  est  facile  de  voir  qu’elles  n’ont 
qu’une  seule  intersection  du  côté  des  # positifs , par  conséquent, 
l’équation  a une  racine  positive  que  nous  allons  déterminer. 
Mettons  d’abord  l’équation  sous  la  forme 

um  — <f — er* — 5,284#  = 0, 

et  cherchons  les  valeurs  que  prend  celte  fonction  pour  des 
valeurs  entières  de  la  variable  x.  Nous  aurons 


# = 0, 

«"  = 1, 

e~*  = 1 , 

o« 

II 

© 

# = 1, 

e*  = 2,718, 

<r*  =0,368, 

«,  = — 2,934, 

# =2, 

e*  = 7,389, 

«'“*=0,135, 

«,=  — 3,3t4, 

# = 3, 

e*  = 20,086, 

= 0,050, 

Wj=-{-  4,184. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  2 et  3. 

Si  maintenant  nous  cherchons  les  valeurs  de  w correspon- 
dant à # = 2,  5 ...»  nous  aurons 

# = 2,5,  « = —1,1096, 

# = 2,6,  «=—0,3489, 

#=2,7,  « = -f- 0,5447, 

et  la  racine  est  comprise  entre  2,6  et  2,7. 

En  partageant  cet  intervalle  en  dix  parties  égales  et  en  cal- 
culant les  valeurs  intermédiaires  de  u avec  leurs  différences , 
nous  aurons  le  tableau  suivant  : 


# 

u 

Au 

A’m 

2,64 

—0,00792 

8871 

140 

2,65 

-f  0,08079 

011 

142 

2,66 

40,17090 

9153 

145 

2,67 

4-0,26243 

9298 

145 

2,68 

40,35541 

9443 

2,69 

4-0,44984 
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Les  différences  du  second  ordre  étant  peu  différentes,  la 
fonction  ux,  prise  entre  x = 2,64  et  x=  2,65,  peut  être  con- 
sidérée comme  une  fonction  algébrique  du  second  degré. 

En  nommant  z le  nombre  de  centièmes  que  l’on  doit  ajouter 
à 2,64  pour  former  la  racine,  on  a,  d’après  la  formule  d’in- 
terpolation (330) 

= «o  + -f  -"-ÿ-  A»«o, 

et  Vx  devant  être  nul , on  en  déduit 

m «o  g -g  — 1 ÀX 

Au,  1.2  ' Au,' 

Pour  résoudre  celte  équation  de  second  degré,  on  peut  pro- 
fiter de  ce  que  z est  très-petit  pour  négliger  d’abord  le  second 
terme  du  second  membre  et  prendre  comme  première  ap- 
proximation 

s = — -^-  = 0,0892797, 

Au, 

et  remplaçant  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l’équa- 
tion [1] , on  trouve  plus  exactement 

s = 0,089921 , 
par  suite , la  valeur  de  x est 

a:  = ±2,64089921, 

Exemple  II.  Résoudre  l'équation 

[1]  a sin‘  x = sin  {x  — q), 

_ équation  importante  qui  se  présente  dans  le  calcul  des  orbites 
des  planètes , et  soit 

log  a = 0,5997582, 

et  q = 13°  40'  5", 01. 

Comme  nos  tables  ordinaires  ne  donnent  pas  les  valeurs  des 
sinus  naturels,  mais  celles  de  leurs  logarithmes,  nous  pren- 
drons les  logarithmes  vulgaires  des  deux  membres  de  l’équa- 
tion, ce  qui  du  reste  simplifiera  beaucoup  le  calcul.  L’équation 
se  présentera  alors  sous  la  forme 

log  a -f-  4 log  sin  x = log  sin  ( x — q ), 
ou 

[2]  m,  = log  a -f-  4 log  sin  x — log  sin  (x  — q)  — 0. 
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Pour  obtenir  une  première  valeur  approchée  de  # , posons 
d’abord 

x ==q  = 1 :j°  40'  5", 01 , 

nous  aurons  log  sin#= 9,3734 

41og  sin  #=7,4936 
log  a = 0,5998 

et  C' logsin(#— ÿ)=« 

donc  ux  = -(-  oo 

* De  la  même  manière , noué  trouverons  pour  x=  14e, 

log  sin#  =9,3837 

4 log  sin#  = 7,5348 
log  o = 0,5998 
et  C'logsin(#  — ÿ)  = 2,2371 

donc  «*  = + 0,37.7 

De  cette  diminution  rapide  de  la  fonction  «*  nous  pouvons 
conclure  avec  quelque  probabilité  que  la  valeur#  = 14*  est 
très-rapprochée  de  l’une  des  racines  de  l’équation. 

En  effet,  on  trouve  par  des  substitutions  directes 

#=14°  20’,  ' «*  = + 0,1096, 

# = 14°  30’,  «*=  + 0,0322, 

x = 14°  40’,  «*=—0,0277. 

La  racine  est  donc  comprise  entre  14°  30'  et  14°  40'. 
Partageant  cet  intervalle  en  deux  parties  égales,  on  aura 

pour  #=14°  35'  «*  = + 0,0005. 

Par  conséquent  la  racine  est  comprise  entre  14°  35'  et  14*  40', 
et  elle  est  très-près  du  premier  de  ces  deux  nombres. 

Pour  obtenir  une  valeur  plus  exacte  de  #,  cherchons  à 7 dé- 
cimales les  valeurs  de  la  fonction  w*  correspondant  aux  valeurs 
de  # de  dix  en  dix  secondes,  depuis  #=  14*  30';  et  formons 
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le  tableau  suivant,  après  avoir  pris  les  différences  succès 
sives  : 


X 

u 

Au 

A*m 

14°  35' 

-f  4870 

—9924 

-{-40 

14°  35' 10" 

— 5054. 

—9884 

+40 

14°  35'  20" 

—14938 

—9844 

+39 

14°  35' 30" 

—24782 

—9805 

14°  35' 40" 

—34587 

On  voit  que,  pour  des  valeurs  de  x équidistantes  et  assez 
voisines , les  différences  secondes  de  la  fonction  u,  sont  à peu 
près  égales;  donc  l’équation  proposée,  dans  les  limites  res- 
treintes que  nous  lui  avons  tracées,  peut  être  considérée 
comme  une  équation  algébrique  du  second  degré. 

En  procédant  comme  dans  le  cas  précédent , on  trouve 

O = u0  + g . A«„  + — , 

et  en  substituant  les  valeurs  de  A«0  et  A’w0  contenues  dans 
le  tableau,  savoir  : 

«„  = + 0,000  4870, 

Au0  = — 0,000  9924, 

A*u0  = + 0,000  0040, 

nous  aurons  0 = + 4870 — 9924  s + 20  (z' — z ) 

ou  s*  — 497,2- -f234,5  = 0, 

et  en  prenant  la  plus  petite  racine  de  cette  équation  du  second 
degré  (la  plus  grande  surpasserait  596)  on  a 

5=0,4902267.... 

Dans  ce  calcul  nous  avons  pris  pour  unité  d’intervalle  l’arc  de 
dix  secondes;  la  correction  sera  donc  =4" ,902,  et  la  racine 
exacte  aux  millièmes  de  secondes  sera 

x = 14*  35'  4", 902. 
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Si  nous  voulons  vérifier  ce  résultat , nous  trouverons 

x — ? = 54' 59", 892, 

logsinx=9,401  07445 

41ogsin;r=7,604  2978 
log  a =0,599  7582 
et  C'iogsin (x—q)=  1,795  9440 

donc  K~0, 

le  résultat  obtenu  est  exact. 

Mais  l’équation  [1]  étant  une  équation  transcendante,  outre 
cette  première  racine  réelle,  il  peut  y en  avoir  encore  une  ou 
plusieurs  autres,  ou  même  une  infinité. 

En  effet,  lorsqu’on  continue  les  recherches,  on  trouve  encore 
sur  la  première  circonférence  du  cercle,  trois  autres  racines 

«i=  32°  2' 28", 
x,  = 137°  27'  59", 

«,=  193°  4' 18"; 

/ 

de  plus , à chacune  de  ces  quatre  valeurs  de  x,  correspondent 
une  infinité  d’autres,  positives  ou  négatives,  et  qui  sont  toutes 
comprises  dans  l’expression  générale 

a:  -f-  À X 360°, 

k étant  un  nombre  entier  quelconque,  positif  ou  négatif. 


Résolution  des  équations  transcendantes  par  la  méthode  des  substitutions 

successives. 

330.  La  méthode  que  nous  appliquerons  à l’exemple  qui  va  . 
suivre , est  d’un  emploi  très-commode  dans  tous  les  cas  où  la 
nature  du  problème  permet  de  l’adopter.  Voici,  d’abord, 
d’une  manière  générale,  le  principe  sur  lequel  elle  repose. 

Soit  x=<t(x) 

une  équation  (mise,  comme  on  voit,  sous  une  forme  particu- 
lière), et  supposons  que  l’on  ait  trouvé  une  valeur  approchée  a 
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de  sa  racine,  on  aura,  par  suite,  approximativement, 

*=?(«); 

soit  b cette  valeur,  en  l’adoptant  on  trouvera 

«=<?(&); 

soit  c cette  troisième  valeur,  on  en  déduira 
X — <f(c)  = d, 

et  la  série  des  nombres  a,  b,  c , d...,  qui  peut  se  continuer  in- 
définiment, convergera,  quelquefois,  très-rapidement  vers  la 
véritable  racine. 

Pour  apprécier  la  rapidité  de  cette  convergence,  nommons 
a-f  A la  valeur  exacte  de  la  racine,  nous  aurons 

o-)-A=<p(a-f  A). 

Or,  la  fraction  ?(«) 

diffère  peu  de  la  dérivée  9 '(a). 

On  a donc,  en  désignant  cette  fraction  par  <p'(a)+t, 

9(a  -|-  A)  = Aç'(a)  -f  Ae  + <p(a)  ; 

donc  a + A = A?'(a)  + 9 (a)  -f-  Ae , 

et , par  suite,  (o  -f-  A) — 9 (a)  = Atp'(a)  + ht  ; 

l’erreur  commise  en  prenant  9(0)  pour  racine,  est  donc,  à 
très-peu  près,  A9’(o),  et  l’on  voit  qu’elle  est  moindre  que  A si 
<f'(a)  est  moindre  que  1;  dans  le  cas  contraire,  la  méthode 
n’est  pas  applicable. 

381.  Exemple.  Déterminer  les  racines  réelles  de  l’équation 


Il  est  évident  que  cette  équation  ne  peut  pas  avoir  de  racines 
négatives,  parce  que  pour  un  x négatif,  le  radical  deviendrait 
imaginaire;  nous  n’avons  donc  qu’à  nous  occuper  de  la  re- 
cherche des  racines  positives. 
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Le  calcul  deviendra  plus  simple  si  nous  prenons  les  loga- 
rithmes vulgaires  des  deux  membres;  l’équalion  devient  alors 

[1]  x=ii\ogx  + 5,5178238.... 

En  posant  y=*x  et  y =^log  x -(-5,5178238 , 

nous  aurons  deux  lignes  dont  les  abscisses  des  points  d’inter- 
seclion  représentent  les  racines  de  l’équation. 


I 


La  première  est  une  droite,  bissectrice  de  l’angle  des  coordon- 
nées orthogonales;  la  seconde  est  une  ligne  logarithmique, 
formée  par  une  seule  branche  infinie,  et  ayant  pour  asymptote 
l’axe  des  y.  Les  deux  lignes  se  coupent  en  deux  points;  le  pre- 
mier très-voisin  de  l’origine,  l’abscisse  du  second  est  comprise 
entre  5 et  6;  il  ne  peut  y avoir  d’autres  points  de  rencontre , 
et,  par  suite,  l’équation  n’a  que  deux  racines  positives. 

Comme  la  valeur  du  terme  connu  de  l'équation  [1]  est  près 
de  6,  posons  en  premier  lieu 

x—6, 

et  substituons  cette  valeur  dans  le  second  membre  de  l'équation 
x={  log®  -J-  5,517  8238, 

nous  aurons  alors  une  valeur  de  x plus  rapprochée  que  la 
première , 

* = ilog  6 + 5,5178 
= 5,9069. 
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Eu  substituant  celte  seconde  valeur  de  # dans  l’équation  [l], 
nous  aurons 

# = 5 log  5,9069  -j-  5,517  8238 
= 5,903  5036. 

Poursuivant  ce  procédé,  nous  obtiendrons  par  la  troisième 
substitution , 

# = J log  5,903  5036  + 5,517  8238 
= 5,903  3787; 

ensuite  #=$log 5,903  3787  + 5,517  8238 

=5,903  3741, 

puis  # = ±log5, 903  3741  + 5,517  8238 

OU  #=5,903  3740. 

Le  dernier  résultat  est  exact  à sept  décimales , car  on  trouve 

log  x — log  5,903  3740  = 0,771  1004 

donc  l2  log#  = 0,385  5502 

5,517  8238 

d’où  5 log # + 5,5178...  = 5, 903  3740  = #. 

Il  nous  reste  encore  à évaluer  la  seconde  racine  de  l’équation 
#— £log#  — 5,517  8238  = 0, 

racine  qui  est  comprise  entre  0 et  1 . Comme  # est  nécessaire- 
ment une  fraction  très-petite,  nous  pouvons  négliger  le  pre- 
mier terme  de  l’équation,  qui  deviendra  alors 

i log  # = — 5,517  8238 
log  #=  — 11,035  6476 
= 12,964  3524  ; 

d’où  l’on  lire  # = 0,00000  00000  0921197, 

valeur  exacte  à dix-sept  décimales. 

Si  nous  reprenons  les  considérations  générales  par  lesquelles 
nous  avons  commencé  ce  paragraphe,  nous  verrons,  en  les  appli- 
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quant  à l’exemple  actuel,  que  l’on  a 


* (x)  = { log  x + 5,5178238 , 


401 


x étant  à peu  près  égal  à 6 , cette  valeur-  de  i/\x)  est  à peu 
près  ^j,  et,  par  suite,  chaque  valeur  obtenue  est  environ 
vingt  fois  plus  approchée  que  la  précédente. 


Résolution  des  équations  li  amendantes  par  la  méthode  de  Newton. 

352.  La  méthode  de  Newton  s’applique  sans  modification  à 
la  recherche  des  racines  d’une  équation  transcendante,  pourvu 
que  l’on  connaisse  toutefois  une  première  valeur  approchée 
Soit,  en  effet, 

F(x)  = 0 

une  équation , et  a une  valeur  approchée  de  la  racine , dont 
nous  représenterons  la  valeur  exacte  par  (a  h). 

On  aura  F(a + h)  = 0 ; 

. ,n>.ns  I 4 F(a-f  h)— F(o> 

mais  (247)  le  rapport  — j 


ditfère  peu  de  F'(«),  et  l’on  a,  par  conséquent,  en  désignant 
par  e un  nombre  très-petit, 


F(a+A)— F(o) 
h 


= F’(a)  + «, 


d’où  l’on  déduit,  en  remarquant  que  F(a-fA)  est  nul, 
h = — ’ et  ~ F^)  6st’  ^ar  suile’  11116  va'eur  appro- 

chée de  h. 


353.  Exemple  I.  Soit  donnée  l’équation 
x* — 100  = 0. 


26 
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Substituons  d'abord  à la  variable  x les  nombres  naturels , 
nous  aurons  : 

0°=1  , 

l‘=l, 

2*=4, 

3!=27 , 

4‘=256. 


On  en  conclut  que  notre  équation  n’a  qu’une  seule  racine 
réelle  et  que  cette  racine  est  comprise  entre  3 et  4. 

Le  calcul  devient  beaucoup  plus  simple  lorsque , au  lieu  de 
traiter  l’équation  sous  la  forme  donnée 

#*=100, 

nous  prenons  les  logarithmes  vulgaires  des  deux  membres  ; 
nous  aurons  alors 

a?loga;  = 2. 

Ainsi  donc  nous  aurons 

Fa?  = x log  x — 2 ; 

d’où  F'a:  = log  x log  e ; 

où  e désigne  la  base  des  logarithmes  népériens. 

Ces  valeurs  de  Fa:  et  de  F'a: , substituées  dans  la  formule  gé- 
nérale qui  exprime  la  correction  fournie  par  la  méthode  de 
Newton , donneront  pour  h , 

, F# a;  log  a?  — 2 2 — a:  log  a: 

— Wx~  loga;-|-loge  — log  e ■+•  log  a?‘ 

Première  approximation.  Nous  avons  trouvé  ci-dessus  que  la 
valeur  de  x est  comprise  entre  3 et  4. 

Posons  d’abord  a:  = 3,5  et  calculons  à 3 décimales.  Nous  au- 
rons alors 

a:  = 3,5  loge  = 0,434 

loga:  = 0,544  loga?  = 0,544 

d’où  x log  x — I ,U04  log  e + log  x = 0,978 

et  2 — x log  x = 0,096 
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403 


donc 


A 


0,096 

0,978 


0,098 , 


et  la  valeur  approchée  de  * sera 

* = 3,598. 


Deuxième  approximation.  Nous  avons 


* = 3,598  loge  = 0,434  2945 

donc  log*=0, 5560612  log*  = 0,556  0612 

*log*  = 2,000  7082  loge  4-log*  = 0,990  3557 

et  *log*— 2 = 0,000  7082 

, , 0,000  7082 

d0n°  4 = -j99Ô35»  = -°'0007150966’ 

et  * = 3,598—0,00071510 

ou  * = 3,597  2849. 

Troisième  approximation.  Pour  avoir  une  valeur  de  * encore 
plus  rapprochée,  posons  maintenant 

* = 3,597  285, 

nous  aurons  : 

log*=0, 55594  04378  log*=0, 55594  04378 

*log*=  1,99999  997677  loge  =0,43429  44819 

d’où  *log*— 2=0,00000002323  log*-f loge= 0,99026  93287 

ce  qui  donne  pour  valeur  de  A , 

, 0,00000  002323  

— 0,99026  93287  — 0.00000  0023458} 

et  la  valeur  de  * exacte  à dix  décimales , sera 

* = 3,59728  50235. 
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Exemplb  II.  Résoudre  l’équation  : 

x — * sin  x = a ; 

et  soit  * = 0,245  31615, 

loge  = 9,389  7262, 

0 = 329°  44' 27", 66. 

Cette  équation  se  présente  dans  l’étude  du  mouvement  ellip- 
tique des  planètes  lorsqu’on  cherche  la  position  de  l’astre  dans 
son  orbite  à une  époque  donnée. 

Avant  de  passer  à la  résolution  de  cette  équation , nous  al- 
lons montrer  comment  on  réduit  en  degrés  un  arc  de  cercle 
exprimé  en  parties  de  rayon,  et  réciproquement. 

On  sait  que  pour  le  rayon  = 1 , la  demi-circonférence  du 
cercle  ou  180°  est  égale  à 

w=  3,14159  26535  89793... 

donc  l’arc  égal  au  rayon  sera 

1 fi  AO 

1=  — = 57°,  29577  95130  82321, 

ic 

= 57°  17'  44", 806247, 

= 206264", 806247... 

C’est  donopar  ce  dernier  nombre  qu’il  faudra  multiplier  la  lon- 
gueur d’un  arc  donné  en  parties  du  rayon , pour  le  ramener  à 
la  mesure  ordinaire  des  arcs;  et  réciproquement,  en  divisant 
le  nombre  de  secondes  que  contient  un  arc  de  cercle  par 
206264,806. . . , on  obtient  sa  longueur  relative  au  rayon. 

Si,  par  exemp'e,  nous  voulions  convertir  en  parties  du  rayon 
l’arc  de  cercle  a = 329°  44'  27", 66 , nous  aurions  : 

a =1186067",  66, 

log«  = 6,014  4755, 
log  206264", 8 = 5,314  4251 , 

donc  log  x = 0,760  0504; 

et  de  là,  en  parties  du  rajon  x = 5,755  067 , 
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en  sorte  que  l’arc  de  329°  44'  27", 66  est  environ  5 f de  fois  plus 
grand  que  le  rayon.  „ 

Ceci  posé , déterminons  d’abord  le  quadrant  du  cercle  qui 
comprend  l’arc  x,  et  substituons,  dans  l’équation 

Fa:  = x — t sin  x — 5,755067 , 

à x les  valeurs  linéaires  de  0°,  90°,  180°,  270°,  360°. 

Le  résultat  sera 

x = 0 0 esina;  = 0 Fx  = — 5,75... 

x = 90°  = ^ c sin  x = 0,25  Fa:  — — 4,43... 

a:  = 1 80°  = * e sin  x = 0 Fx=  — 2,61 

a:  = 270°  = ^ esina:  = — 0,25  Fa;  = — 0,79 

x — 360°  = 2n  £sinx  = 0 Fa:  = 4-0,53 

Donc  l’arc  x est  compris  entre  270°  et  360°,  ce  qui  était  facile  à 
prévoir;  et  comme  son  sinus  est  négatif,  x est  plus  petit 
que  a = 329°44'. .. . 

Première  approximation  par  parties  proportionnelles.  Posons 
d’abord  x = 320°,  et  calculons  la  valeur  correspondante  de  Fa;. 
Nous  aurons 

sin  x = sin  320°  = — sin  40°  ; 


d’où 

log.  sin  x =9, 8081 , 
loge  = 9,3897, 
log  206264  = 5,3144, 

log  (e  sin  x)  = 4,5122 
e sin  x = — 32525" 

ou 

=— 9°  2' 5"; 

et  de  là 

x = 320°, 

— e sin  x = 9°  2'  5", 

— a — — 329°  44' 28", 

et 

Fa:  = —42'  23" 
= — 2543"; 

l’arc  de  320°  est  donc  trop  petit. 
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De  In  même  manière  on  obtiendrait  pour  x — 330°, 

F#  = + 7°  17'  12", 

= 26232"; 

donc  l’arc  x = 330°  est  trop  grand,  et  la  racine  de  l’équation 
est  comprise  entre  320  et  330°. 

I.a  différence  des  deux  valeurs 


F(320°)  = — 2543" 
et  F(330°)  = -j-  26232" 

étant  égale  à 28775"  pour  un  intervalle  de  10°,  nous  pourrons 
admettre  comme  valeur  approchée  de  x , 

*=S20,+sbI><w' 

= 3200  53'. 

Application  db  la  méthode  db  Newton.  On  a 


Fx=x — esin® — 329°  44'  27", 66, 
F'*  = l — ecos#. 


Prenons  maintenant  cette  valeur  de  x comme  point  de  dé- 
part. 

Soit  a = 320°  53'  et  x = a + A, 


nous  aurons 


F(«)  et— esing— 329°44'27",66 

F'(a)  1— ECOSa 


logsin  a=9,799  9616 
loga =9,389  7262 
log  206264=5,314  4251 
or  log  (tsina}=4, 504  1129 
d’où  «sin«=31923",67 
=8°  52' 3", 67 


log  cos  a =9,889  7850 
loge  =9,389  7262 
log  (e  cos  a) =9,279  5 1 12 
£;cos«=0, 190  3317 
F'a=  1 — t cos  a =0,809  6683 


Donc 


et 


« = 320°  53' 

— esin«  = -f-  8°  52'  3",  67. 

— a = — 329“44'27",66 


Fa  = 36"  ,01 
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Mais 

Donc 
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F*  _ 36",01 

F'a~  0,8096683 


44",  48.... 


x — 320°  53'— 44", 48, 
= 320°  52'  15", 52, 


valeur  exacte  aux  centièmes  de  secondes. 

Vérification  du  résultat  obtenu  : nous  avons  trouvé 

x = 320°  52'  15",  52; 

donc  sina;= — sin39°7'44",48 


et  logsin  x = 9,800  0767 

loge  =9,389  7262 
log  206264"  = 5,314  4251 

log  (e  sin  x)  = 4,504  2280 
et  s sin  x = — 31932",  1 4 

= — 8°  52' 12", 14. 

Or  X—  320°  52' 15", 52 

— esina;  = + 8°  52'  12",  14 
— a = — 329°  44' 27", 66 

Fa;  = 0. 


Comme  on  voit,  la  méthode  de  Newton  nous  a donné , par  un 
seul  calcul , la  valeur  exacte  de  l’arc  x. 

Exemple  III.  Résoudre  l’équation 

a:=tangaj, 

équation  qui  se  présente  dans  la  théorie  de  la  chaleur  et  dan» 
la  théorie  des  vibrations  des  corps  élastiques. 


Considérations  générales. 

1°  Comme  l’équation  ne  change  pas  lorsqu’on  y rem- 
place x par  ( — x),  il  en  résulte  qu’à  chaque  racine  correspond 
une  autre  racine  égale,  mais  de  signe  contraire.  Nous  ne  nous 
occuperons  donc  que  de  la  recherche  des  racines  positives. 

2°  Lorsque  x est  positif,  il  faut  que  la  tangente  le  soit  égale- 
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ment,  pour  que  (x— tangx)  devienne  zéro.  Les  arcs  x sont 
donc  compris  dans  le  1",  3%  5e...  quadrant  du  cercle,  et  leurs 
valeurs  sont  comprises  entre  »•*  et  (»  + £)*;  * étant  égal  à la 
demi-circonférence  du  cercle  =180°,  et  » étant  un  nombre 
quelconque  entier  et  positif. 

3°  Dans  chacun  de  ces  quadrants,  l’arc  x va  en  augmentant 
depuis  x=m:  jusqu’à  x = (»-f- £)*;  la  tangente  augmente  d'une 
manière  continue  depuis  zéro  jusqu’à  l’infini;  par  conséquent, 
il  y a dans  chacun  des  quadrants  indiqués  une  racine  réelle, 
et  il  n’y  en  a qu’une  seule;  et  l’équation  proposée  admet  une 
infinité  de  racines  positives  et  négatives.  ■ 

4°  L’équation  étant  vérifiée  par  * = 0,  la  racine  du  premier 
quadrant  est  zéro;  pour  toutes  les  autres  valeurs  de  x du 
premier  quadrant,  on  sait  que  tanga;>arca:. 

5°  Si  l’on  représente  par  (nîr-f-sO  la  «me  racine  (a*  étant 

moindre  que  ^ , il  est  facile  de  voir  que  cet  arc  <*„  est  d’au- 
tant plus  grand  que  « est  plus  grand. 

Soit,  en  effet,  »'*- j-an,  la  solution  qui  correspond  à un 
nombre  n'  supérieur  à »,  on  a 

tang  (wr  -f  an)  = tang  «»  = »*  -f  a, , 
tang  (n'ir  -f-  «„) = tang  <tw= »'*  -f«w , 

»'  étant  plus  grand  que  »,  »'w-(-an,  surpasse  évidemment 
»*-{-«„,  et,  par  suite,  a„.  est  plus  grand  que  a„,  comme  nous 
l’avions  annoncé. 

6°  Si  la  valeur  approchée  de  la  racine  est  trop  grande,  l’arc 
est  plus  petit  que  la  tangente;  si,  au  contraire,  la  valeur  ap- 
prochée de  x est  trop  petite , l’arc  est  plus  grand  que  la  tan- 
gente. 

Calcul  de  la  première  racine. 

Ceci  posé,  déterminons  la  plus  petite  des  racines;  celle  qui 
est  comprise  dans  le  3e  quadrant  du  cercle.  On  sait  que 
tang  1 80°  = 0°,  tang 225' =1  et  tang 270°  = oo  ; or,  x étant 
plus  grand  que  *,  on  a 

arc  225°  > tang  225*, 
arc  270°  < tang  270°; 

donc,  l’arc  x est  renfermé  entre  225»  et  270*. 
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Cherchons  maintenant  les  valeurs  linéaires  des  arcs  com- 
pris entre  250°  et  260°,  et  de  leurs  tangentes  respectives  (on 
trouvera  ces  valeurs,  qui  sont  souvent  fort  utiles,  dans  une 
table  à la  fin  du  volume),  nous  aurons 


arc  250^=4, 363, 
arc  252°=4,398, 
arc  254°= 4,433, 
arc  256°=4,468, 
arc  257°= 4,485, 
arc  258°=4,503, 


tang250°=2,747, 
tang  2525=3, 078, 
tang  254°= 3,487, 
tang256°=4,0tl, 
tang  257°=4, 331, 
tang  258° =4,705. 


On  voit  immédiatement  que  l’arc  en  question  est  compris 
entre  257°  et  258°,  ou  que  la  valeur  de  x,  exprimée  en  parties 
du  rayon,  est  entre  4,485  et  4,503. 

Nous  admettrons  donc,  pour  première  valeur  approchée, 


a:  = 4,503. 


Première  approximation  par  la  méthode  de  Newton.  Nous 
avons  l’équation  « 

¥x=x  — tangx; 

sa  première  dérivée  est,  par  suite, 

F'a:  = — tang’ar, 

et  le  terme  de  correction  sera 

F#  x — tanga; 

Fx  tang’# 

De  plus,  nous  supposerons  ai  = ,4503. 

Nous  aurons  alors  : 

x=  4,503 
tang  x = 4,705 

et  x — tang  x — — 0,202 
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0,2021  _ 0,202 

n~  4,705* — 22,1  ’ 


OU  h = — 0,0091, 

la  valeur  approchée  de  x sera  donc 


xt ='4,494. 

Deuxième  approximation.  Posons  a;, =4, 494,  et  calculons  h 
sept  décimales.  Pour  transformer  l’arc  x en  degrés,  nous  nous 
servirons  de  la  table  de  réduction  contenue  dans  les  tables  de 
Gallet,  pages  214,  215  et  216. 


xt  = 4,494 

3.49065  850  = 200» 

1.00334  150 
0.99483  767  = 57» 

0.00850  383 

843  5-6  = 29' 

0.00006  807 

6 787=  14" 

0.00000  020=  0",04  ; 

Xi  = 257°  29' 14", 04. 

log  tanga;,  = 0,653  7850 
tanga;,  = 4.505  956 

tanga;,  — a;,  = 0,011  956 
log [tanga;,— a;,]  = 8,077  5859 
log . tang*a;,  = 1,307  5740 
log  ( — hi)  = 6,770  0119 

hi  =—0,000  58886 

ce  qui  donne  une  nouvelle  valeur  approchée  de  a;; 

et  x,=  4,493  411. 

Comme  la  valeur  de  ar,  était  exacte  aux  millièmes , l’erreur 
de  Xt  sera  de  l’ordre  de 


donc 

et 
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Troisième  approximation.  Le  dernier  calcul  nous  a donné, 
avec  une  approximation  de  ^ environ , 

*,  = tang  *,=  4,49341. 

« 

Pour  obtenir  une  valeur  de  x encore  plus  rapprochée,  au  lieu 
de  prendre  *,= 4,49341,  posons 

tang  *1  = 4,49341, 

ce  qui  facilitera  de  beaucoup  le  calcul. 

Nous  avons  déjà  trouvé  (280), 

arc  cotang  4,49341  = 0,21897...  ; 

de  plus,  nous  avons 

arc . tang  x = 270°  — arc . cotang  x ; 

270°  = ^ = 4,71238  89803  84690, 

arc. cotang 4,49341=  0,21897  94968  94113; 

*,=  arc . tang  4,9341  = 4,49340  94834  90577 
tang*,=  4,49341 

tang*,— *,=  0,00000  05163  09423; 

tang*  *,  = 20,19073  34281  ; 

*— lang*_  0,00000  05165  0942 

'**—  tang**  “ 20,19073  34281  ’ 

A,  = — 0,00000  00255  815.... 

Nous  avons  trouvé  ci-dessus 

*,  = 4,4930  94834  906; 

donc  *,  = *,  -f  A,  = 4,493409  457909, 

valeur  exacte  à douze  décimales;  ce  nombre,  transformé  en 
degrés  et  parties  de  degré,  devient 

*,=  257°  27' 12", 231224. 


mais 

et 

donc 

et 

d’où 

mais 

donc 

ou 
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Les  tables  de  logarithmes  de  Vlacq,  tables  à dix  décimales, 
donnent 

tanga;, = 4,4934  09458, 

ce  qui  s’accorde  parfaitement  avec  le  résultat  obtenu. 


Résolution  générale  de  l’équation. 

L’équation  x — tang  x — 0 , 

qui  se  distingue  par  la  rapidité  avec  laquelle  on  arrive  à la  dé- 
termination nette  et  complète  de  ses  racines,  est,  en  outre,  re- 
marquable par  la  facilité  avec  laquelle  elle  se  prête  à une  ré- 
solution générale,  analogue  à celle  des  équations  algébriques 
du  second  degré. 

En  effet,  il  suffit  de  trois  ou  quatre  substitutions  successives 
pour  obtenir  l'expression  générale  de  toutes  ces  racines  avec 
une  grande  précision. 

Nous  avons  déjà  établi  (page  408),  que  la  n "•  racine  est  plus 
petite  que 

(2»  + Dé- 
posons donc  (2n-|-l)^  = a;-j-e, 


où  0 désigne  la  distance  de  l’extrémité  de  l’arc  x à celle  du 
quadrant  qui  le  renferme.  Nous  aurons  alors 

tang  x = tang  £(2b  -j-  D^  = cotange, 


00  lang8=iângÆî 

■ mais  nous  avons  également,  d’après  l’équation  proposée, 

tangæ=a;; 


donc 

et 


tang0=-, 


(2«  + D 5 =■  x + arc . tang 
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En  développant  en  série  celte  dernière  expression,  on  aura 


(2»+l)£=*+ 1-^  + ^-^,+  ..., 


et  en  désignant  (2n  + l)^  par  a 

1,1  1,1 

[3]  x_a  — x + ^ 5x,  + 7a;,  •••• 


C’est  de  cette  équation  que  nous  tirerons  la  valeur  de  x en 
fonction  de  a. 

Négligeons  d’abord  le  ternie  ^ et  les  termes  suivants;  nous 

aurons  x=a,  et  en  substituant  cette  valeur  à x dans  le  second 
membre  de  l’équation  [3],  et  en  négligeant  les  3e...  puissances, 


x = a — 


1^ 

a 


Une  nouvelle  substitution,  avec  suppression  des  5"  puis- 
sances, donnera 


x = a 


1 


+ 


1 


K)  »K) 

= a_G  + ?)  + 3^’ 


- _i_JL 

a a 3a*' 


En  substituant  celte  valeur  de  x dans  le  membre  droit  de 
l’équation  [3],  et  en  négligeant  les  7“  puissances,  nous  aurons 
une  valeur  de  x encore  plus  rapprochée, 


ou , en  réduisant , 


1 2 13 

X~a~a  3a*  5as’ 
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Enfin,  pour  obtenir  une  nouvelle  approximation,  remplaçons  x 
par  cette  dernière  valeur,  et  négligeons  les  9"  puissances  ; le 
résultat  sera 


x=a  — 


K-è-£)  *H) 


1 — +2. 
lX'^a7’ 


1_  2 13  146 

a 3a*  15a*  105a7 


Un  nouveau  calcul  donnerait  le  6'  terme  de  la  série,  qui  est 
781 
315a9' 

En  remplaçant  dans  cette  formule  a par  sa  valeur  (2n-)-l) 
et  it  par  3,14159  26...,  l’équation  se  présentera  sous  la  forme 

a?  = (2n  + l).|, 

_ 1 ...  x 0,63661  97723  67581, 

(2»-fl) 

“(^TÎ?X0’I7200  81836, 

~(2«+ 1)» X 0,09062  596  ’ 

— (2^qr^x0»05892  837,  : 

-(STî?^0’04258  5’ 

w 

Pour  avoir  immédiatement  la  valeur  de  la  1",  2%  3*...  racine, 

on  n’aurait  qu’à  substituer  à n les  nombres  1,  2,  3 

A mesure  que  le  nombre  «augmente,  le  nombre  des  termes 
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diminue  pour  un  même  degré  d’exactitude,  et  ta  valeur  de  x 
finit  par  se  réduire  ail  premier  terme 


« = (2n+l)£, 
lorsque  n devient  infini. 

Si,  par  exemple,  on  voulait  obtenir  à sept  décimales  la 
10*  racine,  il  suffirait  des  quatre  premiers  termes;  on  aurait 

2n-f-l=21, 


x = 2i  x 90° =32,986  72286...  (voy.  Callel,  p.  214) 

— 0,030  31523 

— 0,000  01857 

— 0,000  00002 

ou  x = 32,956  3890. 


Le  calcul  devient  encore  plus  simple  lorsqu’on  convertit  les 
coefficients  de  l’équation  [2]  en  degrés,  minutes  et  secondes; 
opération  qui  serait  extrêmement  simple  à l'aide  de  la  table  de 
réduction  de  Callet. 

On  obtient  alors 


a;=(2n+l).90° 


131312". 25  35479".  24 

(2»  + l)  (2»  + lJ* 

18693"  12155"  8784" 

(2n  -h  l)8  (2W  + 1)1  (2n  — {—  1 )“ 


Calculant,  d’après  cette  formule,  la  5'  racine  de  l’équation , 
on  a 

n = 5, 

2n+l=ll. 


Il  suffira  d’évaluer  les  quatre  premiers  termes,  et  encore  le 
quatrième  n’influe-t-il  que  sur  les  fractions  de  secondes.  On 
aura 

a?  = ll  X 90°— (1 1937".48  + 26".66 -f  0",12), 

= 11X90°—  11964". 26 

ou  x = 1 1 X 90°—  3°  19’  24"  26. 
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Voici  les  valeurs  des  onze  premières  racines 

x9=  90°— 90°, 

Xi=  3X90° — 12°  32'  48*, 
x%=  5X90°—  7°  22' 32", 
x,—  7X90°—  5°  14' 22", 
x»=  9X90°—  4°  3'  59", 
xt=  11X90°—  3"  19' 24", 
x6=13X90°—  2°  4 8'  37", 
ar,=  15X90“—  2«26'  5", 
^=17X90 2°  8' 51", 
x>=  19X90°—  1“55'I6", 
^“=21X90»—  1“44'17". 


RÉSUMÉ. 

347.  But  de  ce  chapitre. — 348.  Indication  de  la  méthode  des  différences. 
— 349.  Exemples.  — 380.  Indication  de  la  méthode  des  substitutions 
successives.  — 381 . Exemple.  — 382.  Indication  de  la  méthode  de 
Newton.  — 383.  Exemples. 

EXERCICES. 


r 


I.  Étant  donne  un  quadrant  de  cercle  BCD,  trouver  un 
arc  BM  tel  que  le  secteur  BCM  soit  égal  au  triangle  CDR  formé 
par  le  rayon  CD,  la  cosécante  CR  et  la  cotangente  DR. 
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Soit  l’arc  BM  = x ; l’équation  à résoudre  sera 
x tang  x = 1 , ou  x = cotg  x. 

Réponse.  x — 49°  17'  36",  55, 

x = cotang  x = 0,860  3334. 

II.  Trouver  un  secteur  BCM  qui  soit  la  moitié  du  triangle  CBT 
formé  par  le  rayon  CB,  la  tangente  BT  et  la  sécante  CT. 

Équation  : 2x  = tang  x. 

Réponse.  x = 66°  46'  54",  23, 

2x  = tang  x — 2,331  122. 

III.  Partager  le  demi-cercle  ADMB  en  deux  parties  équi- 
valentes par  une  corde  AM  menée  de  l’extrémité  du  diamètre. 

On  cherche  l’angle  MCD  = ? ; 

équation  ? = coss. 

Réponse.  ? = 4-2°  20'  47", 25, 

<p  = cos  <p  = 0,739  0851. 

IV.  Étant  donné  un  quadrant  de  cercle  BCD  , mener  une 
perpendiculaire  au  rayon  (MP)  qui  partage  l’aire  du  quadrant 
en  deux  parties  égales. 

Soit  l’arc  BM  = x, 

on  obtient  l’équation  2x — £ = sin2x; 

en  posant  2x  — | = z , 

l’équation  deviendra  z = cos  s. 

V.  Déterminer  le  secteur  de  cercle  ACM,  que  la  corde  AM 
partage  en  deux  parties  équivalentes,  de  manière  que  le 
triangle  ACM  soit  égal  au  segment  ADM. 

Soit  l’arc  AM  = s , 

l’équation  à résoudre  sera  z = 2 sin  z, 

d’où  z=  108°  36' 13", 76, 

= 1,8954942. 

27 
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VI.  Mener  d’un  point  de  la  circonférence  deux  cordes  AM 
et  AN  telles  qu’elles  divisent  l’aire  du  cercle  en  trois  parties 
égales. 

Soit  BCM=*,  on  aura  l’équation 
* + sin*=| , 

d’Oû  x = 30°  43'  33',  0, 

= 0,536  267. 

VU.  Déterminer  dans  le  quadrant  BCD  l’arc  BM  de  manière 
que  cet  arc  soit  égal  à la  corde  BM  prolongée  jusqu’au 
* point  F, 

équation  xsin^=l. 

Z 

'Réponse.  x = 84*53'  38", 83, 

= 1,481  682. 


VIII.  Résoudre  l’équation 


sin8o — sin8  x 
colang#  — cotango 


=0,0584  8868 


y 


a étant  égal  à 32«  19'  24", 93. 


Réponse.  x = 14°  14'  35",34. 

IX.  Résoudre  l’équation 

10*=  19,3229  X*. 

% 

Réponse.  * = 1,446  344. 

X.  Résoudre  l’équation 

e*=  17,64391  X*. 
Réponse.  x = 4,337  745. 

XI.  Résoudre  l’équation 

î? 

x*=e*  = 111,3177... 
Réponse.  * = 3,644173675. 
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Cette  équation  se  présente  dans  la  théorie  des  spirales  loga- 
ri  thmiques  et  en  général  dans  la  théorie  des  courbes  qui  coïn- 
c ident  dans  tous  les  points  avec  leurs  développées. 

XU.  Résoudre  l’équation 

(e*  4‘e^)cosa; — 2 =0. 

Réponse.  « = 4,7300  4099. 

Cette  équation  se  présente  dans  la  théorie  de  la  chaînette. 

XIII.  Résoudre  l’équation 

(e*  + er*)  cos  x -f  2 = 0, 

«=1,8751  0402. 

XIV.  Résoudre  l'équation 

tang*  = -i~ 

1 - -j, 

«i=2,563  4342, 

«,=  6,0586701. 

Les  trois  dernières  équations  se  présentent  dans  la  thîorie 
des  corps  élastiques. 
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DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


But  de  ce  chapitre. 

554.  Lorsque  les  deux  termes  d’une  fraction  sont  des  poly- 
nômes entiers  par  rapport  à une  môme  lettre  x , on  peut , 
en  effectuant  leur  division  autant  que  possible,  décomposer  cette 
fraction  en  un  polynôme  entier  par  rapport  à cette  lettre , et  en 
une  autre  fraction  dont  le  numérateur  soit  de  degré  moindre 
que  le  dénominateur.  Le  but  de  ce  chapitre  est  de  montrer 
comment  cette  fraction  peut  elle-même  être  décomposée  en 
d’autres  plus  simples.  Nous  supposerons  seulement  qu’on  ait 
résolu  l’équation  obtenue  en  égalant  le  dénominateur  à zéro,  et 
qu’on  en  connaisse  toutes  les  racines. 


Cas  des  racines  inégales. 


555.  Soit  la  fraction  rationnelle 


[13 


F(x)’ 


où  f{x)  désigne  un  polynôme  en  x de  degré  moindre  que  F(ar). 
Soient  a,  b,  c,  k,  l les  racines  de  l’équation 


F(*)  = 0. 


Nous  supposerons  d’abord  qu’elles  soient  toutes  inégales. 
Nous  allons  voir  que , dans  ce  cas , on  peut  toujours  mettre  la 
fraction  [1]  sous  la  forme 


[2J 


f(x) 

F(*j 


A,  B,  G,  ...,  K,  L désignant  des  constantes.  Pour  le  démontrer, 
nous  considérerons  A,  B,  C,  ...  K,  L comme  des  coefficients  in- 
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déterminés  dont  nous  déterminerons  la  valeur;  puis  nous  véri- 
fierons ensuite  qu’ils  rendent  l’équation  [2]  identique. 

L’équation  [2]  si  on  multiplie  les  deux  membres  par  F(x), 
devient 


[3] 


m 


AF(ar) 
x — a 


BFfa?) 
x — b 


KF(æ)  . LF(j?) 
x — f'  x — l' 


Comme  l’équation  [3]  doit  être  identique,  il  faut  qu’elle  soit 
satisfaite  pour  les  valeurs  x = a,  x = b,  ...,  x = l.  Si  l’on  fait , 
par  exemple,  x = a,  et  que  l’on  remarque  que  F (a)  étant  égal 
à zéro,  tous  les  termes  du  second  membre  disparaissent,  excepté 
celui  qui  est  divisé  par  x — a,  on  a 

en  désignant  par  ["■  ^'-1  la  valeur  que  prend  le  quotient 

Fte)  LX  °J 

— - — quand  on  y fait  x = a.  Or  on  a 


F(x)  = F[a  4-  (x  — a)] 
Fm(a) 


:F(«)-f  F'(oX*— o)  + F"(a)' 


(x — a)1 
1.2' 


+ •••■ 


1 .2. ..TW 


(x  — a)” 


en  remarquant  que  F(a)=0,  on  en  conclut 


F(a) 
x — a 


F'(«)+Y^(aî— a)+- 


Fm(a) 

1 . 2 ...  TW 


(a;  — a)" 


et,  en  faisant  x = a,  tous  les  termes  du  second  membre  dispa- 
raissent , à l’exception  du  premier  ; en  sorte  que 


et,  par  suite,  l’équation  [3]  devient 

/‘(a)  = AF'(a), 

d’où  l’on  conclut  A = 

r (a) 
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Ou  trouvera  de  même 

r>_m  r_nçi  ni) 

F '(b)'  F»’  •"  F'  CO' 

Pour  déterminer  les  valeurs  précédentes , nous  avons  com- 
mencé par  admettre  la  possibilité  du  développement  [2]  et  de 
l’équation  [3],  qui  en  est  une  conséquence.  Il  est  donc  nécessaire 
de  démontrer  que  ces  valeurs,  qui  évidemment  sont  les  seules 
possibles,  satisfont  effectivement.  Pour  cela,  remarquons  qu’en 
les  adoptant,  l’équation  [3]  sera  satisfaite  pour  les  valeurs  a,  b,  ... 
k,  l de  x;  or  f{x)  étant , par  hypothèse , de  degré  moindre  que 
F(a:),  cette  équation  est  de  degré  m — 1,  elle  ne  peut  donc 
avoir  m racines  sans  être  satisfaite  identiquement. 


Cas  des  racines  imaginaires. 

586.  D’après  ce  qui  précède,  en  désignant  par  (\x)  un  poly- 
nôme de  degré  moindre  que  Fùr),  cl  par  a,  b,  c ...,  k,  l les  m 
racines  de  F(ar) = 0,  on  a identiquement 

m m_  m , m , , m 

L J F(;r)~F'(a)(aî  — a)  ^ F'(6)  («—  b)  "l_F (/;(*  — 0’ 

Cette  formule  suppose  seulement  que  les  racines  a,  b, A,  / 
soient  inégales.  Elle  s’applique  au  cas  où  quelques-unes  d’entre 
elles  seraient  imaginaires.  Seulement,  dans  ce  cas,  il  sera  con- 
venable de  faire  subir  au  second  membre  quelques  réductions 
destinées  à en  faire  disparaître  les  quantités  imaginaires  qui  y 
sont  en  évidence . 

Soient  — î»  * — fV— l,  deux  racines  imaginaires  ; il  est 
facile  de  voir  que  /‘(«-J-py/ — l)  et  f(a — py' — 1)  ne  diffèrent  que 
par  le  signe  de  y/ — 1,  en  sorte  que  l’une  des  deux  expressions 
étant  P-HV — ii  l’autre  sera  P — Qv/ — 1 ; de  môme,  F'(a-j-|3y/ — 1) 
et  F'(« — p y/ — 1)  pourront  être  représentés  par  M-j-  Ny/ — J, 
M — N \J — 1,  en  sorte  que  les  deux  termes  de  second  membre  de 
[l],  qui  correspondent  aux  racines  considérées,  sont  de  la  forme 

P+Qv'~  P-Qi/^T  __ 

(M- -f  N y/—  1 ) (*■ — a — IV — 1 ) + (M  — Ny/— I )(*— « -fp  y/ -1)  ’ 
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ou,  en  réduisant  au  même  dénominateur,  et  supprimant  le» 
termes  qui  se  détruisent , 

2(PM  -f  QN)Gr  — a)  — 2FNp  -f  -2QM6 
(M»+N*)[(x— a)*  + p’] 

On  voit  donc  que  les  deux  fractions  simples  qui  correspondent 
à deax  racines  conjuguées,  peuvent  être  réunies  en  une  seule 
dont  le  numérateur  est  du  premier  degré  par  rapport  h x,  et 
le  dénominateur  du  second. 


Cas  des  racines  égales. 


337.  Si  le  dénominateur  de  la  fraction 


M 

F(«) 


contient  des  racines  égales,  les  formules  précédentes  ne  sont 
plus  applicables  ; on  peut  néanmoins  décomposer  cette  fraction 
en  d’autres  plus  simples;  pour  le  montrer  nous  établirons  d’a- 
bord le  théorème  suivant. 

Si  a désigne  une  racine  multiple  de  l'équation  F(x)  = 0,  a son 

f(x) 

degré  de  multiplicité , la  fraction  rationnelle  pourra  toujours 
être  décomposée  de  la  manière  suivante , 


rn  A*)_  a . /•.(  x) 

L J F(x)  ( x — af  ' (x  — a)*-' F,  (x)’ 

A désignant  une  constatile,  fi(x)  un  polygone  entier  et  rationnel, 
Fi(x)  le  quotient  de  la  division  de  F(x)  par  (x — a)*. 

On  a,  en  effet,  identiquement  et  quel  que  soit  A, 

[•ai  /fo)_  /fo)  _ A | f(x)—AF,(x) 

1 F(x)  (x — a/Fi(x)  ( x — df  (x  — afl\{x)  ' 

Si  nous  déterminons  A par  la  condition 

[3]  f(a)  — AFi(rt)  = 0, 

le  numérateur  du  second  terme  du  second  membre  s’annulera 
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par  x = a,  et  sera,  par  conséquent,  divisible  para:  — a;  en  po- 
sant donc 


f(x)  — AF,(ar) 
x — a 


U{x)  ; 


il  viendra 


f(x)_  A , U (•*)  . 

F(x)  (x  — a)*'  (x — aj'-'F^x)  ’ 


ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Remarque.  Fi(x)  étant  le  quotient  de  la  division  de  F(x)  par 
la  plus  haute  puissance  de  x — a qui  puisse  le  diviser,  F|(a)  ne 
sera  jamais  nul , et  l’équation  [3]  fournira  toujours  pour  A une 
valeur  finie.  On  peut  remarquer  que  cette  valeur  ne  sera  jamais 
f(x) 

nulle:  car  la  fraction  étant  réduite  à sa  plus  simple  ex- 
pression , f{x)  et  F(x)ne  peuvent  pas  avoir  de  racine  commune, 
et , par  suite  , le  numérateur  f(a)  de  Ai  ne  peut  être  égal  à zéro. 

Après  avoir  mis  la  fraction  rr—,  sous  la  forme 

F(x) 


[1] 


A , A(x) 

(x— n)“  (x— 


si  l’on  applique  la  même  méthode  au  second  terme  de  l’ex- 
pression [1] , on  pourra  le  mettre  sous  la  forme 


12] 


Ai  . ft(x) 

(x  — a)*-1  ‘ (x—  o^-’Fifx)’ 


A,  étant  une  constante  qui,  cette  fois,  peut  être  nulle,  et  fix) 
une  fonction  entière. 

f (x) 

On  pourra  de  même  décomposer  en  une  somme 

[X  ü)  rj(#) 

de  la  forme 


L3] 


Ai I f>  (x) 

(x  — o)“~!  ‘ (x — a;“~sF|(x)  ’ 


et,  en  continuant  ainsi,  on  voit  que  la  fraction  proposée 
peut  être  mise  sous  la  forme 


fix) 

F(*) 


f(x)  _ A A,  . A,_,  f.(x) 

¥(x)  {x — o;‘ (x  — a)*-’  ‘ ‘ ' ’ ' (x — o)  ' Fi(x)‘ 
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A , A,, ...  A._i  étant  des  constantes  finies  et  déterminées  dont  la 
première  n’est  pas  nulle,  et  /'«(x)  une  fonction  entière. 

Soient  maintenant  b une  seconde  racine  de  F(x)=0,  et  p 
son  degré  de  multiplicité,  en  sorte  que  l’on  ait 

F,(x)  = (x  — 5)JFifa;), 

en  appliquant  la  méthode  précédente  à la  fraction  on  ob- 
tiendra une  expression  de  la  forme 

Ux)  _ B B, Bp-,  ft(x) 

F,(x)  (x — b)f  ' (x  — bf~l  ' ”■  ( x — b)  ' F s(x)’ 

B,  B,,  ...  Bp-,  étant  des  constantes  déterminées,  et  ff(x)  ime 
fonction  entière.  Il  résulte  de  là  qu’en  général  si  on  suppose 

F(x)  = (x — af(x — b/  ...(x  — cf; 

f(x) 

la  fraction  y—-  pourra  être  décomposée  de  la  manière  suivante 

f{x)  _ A A,  A._, 

F(xj  (x  — a)*  ' (x  — a)*-1  ' ' x — a 

_| ? 1 Ëü )_  . _§fc±_ 

‘ (x — 5/^(x — bf~l  ' ‘ x — b 


+ 


_Ç, 

(x — Cf  1 (x  — c) 


^j=.+-+fe+M. 


A,  A,,  ...  B,  B,,  étant  des  constantes,  et  E(x)  une  fonction 


entière. 

La  méthode  précédente  en  prouvant  la  possibilité  de  cette 
décomposition,  donne  en  même  temps  le  moyen  de  l'effectuer. 


La  décomposition  n’est  possible  que  d’une  seule  manière. 

338.  Nous  allons  maintenant  prouver  qu’une  fraction  ration- 
nelle ne  peut  être  mise  que  d’une  seule  manière,  sous  la  forme 
indiquée  dans  le  paragraphe  précédent. 

Supposons,  en  effet,  que  l’on  ait  trouvé  deux  développeirfents 
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d’une  même  fraction  rationneHe  : 


A'  , A’t  A'a._,  IV  , , 

(x  — af  ^ (x  - a)*'-'  x — « ' (x  — 6/  ^ ‘ ” ^ 

a et  a'  étant  respectivement  les  exposants  des  plus  hautes  puis- 
sances de  a;  — a dans  les  deux  membres.  Je  dis  que  l’on  doit 
avoir  a=a',  A=A'.  Supposons,  en  effet,  s’il  est  possible,  que 
l’un  des  deux  exposants,  o par  exemple,  soit  plus  grand  que  l’au- 
tre ; tirons  de  l’équation  qui  exprime  l’égalité  des  deux  dévelop- 
pements, la  valeur  de  , et  réduisons  tous  les  autres  ter- 

mes au  même  dénominateur,  on  aura  un  résultat  de  la  forme 

A _ <t(x) 

x — af  (x — a)‘~'i/'xŸ 

ou  A=(x-o)|g), 


<f  et  \ désignant  des  polynômes  dont  le  second  n’est  pas  divisible 
par  x — a.  D’ailleurs  A est  une  constante,  il  faut  donc  qu’elle 
soit  nulle,  car  l’équation  précédente  donne  A=0  pour  x=a.  Je 
dis  maintenant  que  A — A'  ; en  effet,  en  égalant  les  développe- 

ments  et  faisant  passer  le  terme  — — ^ dans  le  premier  mem- 
bre , on  pourra  recommencer  le  raisonnement  précédent  et 
prouver  que  A — A'  doit  être  égal  à zéro. 

Les  termes  qui  renferment  les  plus  hautes  puissances  de  x— a 
dans  les  deux  développements  étant  égaux  entre  eux,  on  pourra 
les  supprimer  de  part  et  d’autre  et  les  restes  seront  égaux.  Il 
faudra,  par  conséquent,  que  les  termes  qui  dans  ces  restes  con- 
tiennent les  plus  hautes  puissances  de  x — a,  soient  aussi  égaux 
entre  eux,  et,  en  continuant  ainsi,  on  prouvera  que  les  fractions 
simples  qui  composent  les  deux  développements,  et,  par  suite, 
enfin  les  parties  entières  E(x),  E'(x)  sont  égales  chacune  à 
chacune. 


Digitized  by  Google 


DÉCOMPOSITION  DES  FRACTIONS  RATIONNELLES. 


427 


Mélhodc  pour  le  calcul  des  coefficients. 


559.  Pour  effectuer  la  décomposition  d’une  fraction  ration- 
nelle on  peut  employer  un  procédé  beaucoup  plus  simple  que 
celui  qui  résulte  de  la  méthode  indiquée  plus  haut  (557). 


Soit 


fjx) 

F(^) 


la  fraction  proposée,  et  (x  — à)n  un  facteur  multiple  de  son  dé- 
nominateur, en  sorte  que 

f(z)_  /'(■*-) 

F(ar)  (x — a)*F(a;)‘ 


Pour  trouver,  par  une  seule  opération , les  fractions  simples 
qui  ont  pour  dénominateurs  les  diverses  puissances  de  x — a , 
on  posera 

x — a=h , 

f(*) f'a  + fi) 

( x — a)"  F(.r)  A*F(a-f-A)’ 

Ordonnons  actuellement  les  deux  polynômes  f{a-\-h)  et 
F(a-j-A)  suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  la  fraction  de- 
viendra 

A -f-  A|A -f-  A ./r  ...-f-  AmAm 

(B-f  BjA-f-  JUr-f...  -t-UpAPjA"' 

Effectuons  actuellement  la  division  du  numérateur  par  le 
premier  facteur  du  dénominateur  en  ordonnant  le  quotient 
suivant  les  puissances  croissantes  de  A,  nous  obtiendrons 
des  restes  successifs  dont  les  degrés  croîtront  sans  cesse.  Le 
premier  terme  de  l’un  des  restes  finira  donc  par  être  de  degré 
égal  ou  supérieur  à »,  Arrêtons  alors  l’opération  : le  quotient 
sera  de  degré  n — 1 , et  l’on  aura 


A A ü/j’-j- A mhm 


=C-}-C1A-t-(Vd-l-..  .+Cb_,A-i+ 

, y ÇA) 

'rB+BtA-{-...+BpA>” 


ou,  en  divisant  les  deux  membres  par  A*,  remarquant  que  tous 
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les  termes  de  f(A)  contiennent  h à une  puissance  supérieure 
à n , et  posant 


il  vient 

A+AiA-t-AjA’-)-. . .4- AmA"  C , Ci  , , C"-1  , 

A"(B+B1A-f...+B|1A’')  A-  A"-1  ”*  _1“  h 

, ?i(A) 

~hB-f-BIA-|-...+BJ,V’ 

et,  en  remplaçant  h par  la  valeur  x — a,  le  premier  membre  de 
celte  équation  devient , précisément,  la  fraction  proposée;  le 
second  se  compose  de  la  somme  des  fractions  simples 

C | Cl  . | Cn-l 

(x — a)"  ' (x — a)"-* [x — a) ’ 

qui  ont  pour  dénominateurs  les  puissances  de  x — a,  et  d’une 
fraction  rationnelle  dont  le  dénominateur  ne  contient  plus  le 
facteur  (x — a),  et  que  l’on  traitera  de  la  même  manière  que  la 
proposée  pour  en  déduire  les  fractions  simples  relatives  aux 
autres  racines  et  qui  complètent  le  développement. 


Cas  des  racines  imaginaires  égales. 

360.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  ne  suppose 
nullement  que  les  racines  multiples  de  l’équation  proposée 
soient  réelles.  On  doit  remarquer  seulement  que  si  elles  étaient 
imaginaires,  on  pourrait,  dans  le  résultat,  grouper  les  termes 
deux  par  deux,  de  manière  h faire  disparaître  les  imaginaires  ; 
mais  il  sera  plus  simple  d’adopter,  dans  ce  cas , une  forme  de 
développement  dont  la  possibilité  résulte  du  théorème  suivant. 

Théorème.  Si  le  dénominateur  d’une  fraction  rationnnelle  îr— ^ 

F(x) 

admet  n fois  une  racine  imaginaire  a-j-fV — 1 et  la  conjuguée 
a — p y/ — 1 1 en  sorte  que  l’on  ait 

F(x)=(x-a_p^/=î)"(x-_a+pv/ZTrF1(x)=t(^— 
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on  pourra  toujours  poser 

m CiEl=  P#-|-Q  ■ /î(x) 

LJ  F(x)  [(x— «)*-f-p!]" 

P et  Q étant  des  constantes , et  ft(x)  un  polynôme  réel. 

On  a,  en  effet,  identiquement 

191  f[x)-  A«)  P^+Q  , /(x)-(P*+Q)F,(x) 

F(x)  [(*_«J*+pïl,‘F,ix)  [(x— «)*+p«]»+  [(*— a/-fp‘]'F1(x)‘ 

Or,  on  peut  évidemment  déterminer  P et  Q de  manière  que 
le  numérateur  de  la  deuxième  partie  du  second  membre  s’an- 
nule pour  les  hypothèses  : 

x=a+pv/^ï,  a;  = ot— fV— T> 

et  soit,  par  conséquent,  divisible  par  (x — a^-j-p*. 

Si  l’on  suppose,  en  effet , 

/ (“— M ±N  v^— T, 

F,  (a  ± p v/=T)  M'  ± NV=Ï , 
la  condition  demandée  équivaudra  à 

(M ± N ^î) - [P(«  ± p y/=ï) + Q]  (M' ± NV11!) = O ; 

et  en  égalant  à zéro  le  coefficient  de  y'— T et  l’ensemble  des 
termes  réels,  on  obtiendra  deux  équations  qui  fourniront , 
pour  P et  Q , des  valeurs  réelles  : 

Le  numérateur  f{x)  — (Px-f-Q)F/x)  étant  divisible  par 
(x — a? + p1,  on  peut  le  représenter  par  [(x—  a)*-(-  p’]/,(x),  et 
l’équation  [2]  devient  alors 


rai  Ü2Ù.  = P;c4-Q  j gx) 

1 J F(x)  [(x— a)* + p*]»  [(*  - «)’+  p«j’'-1F1(x)’ 

Si  l’on  applique  le  même  procédé  de  décomposition  à la  frac- 

ftx) 

ntv  ’ * ' An  1 r»  m aIIxa  AAIII*  ln  fAdtvin 


[(x  — «J* + P*]n-1F1(x) 


, on  la  mettra  sous  la  forme 


P«x  + Q, 

[(x  — «)’  -j-  p*]1*— *F  ,(x  ) * 
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et  en  continuant  de  la  même  manière,  on  \crra  que  la  fraction 


peut  se  décomposer  de  la  manière  suivante  : 

f(x)  Px+Q  . Pta:-j-Q,x  | 

P(x)  [(x—  a)*-4-  9'J"  [(x  — a)’  -f  B*]’'-1 

> ■ P„-lX+Q„-,  fn-JjX) 

p,-t~  Fi(x)  * 

Kn  rapprochant  ce  résultat  de  celui  qui  a été  obtenu  (387), 
on  obtient  le  théorème  suivant  : 

361.  Théorème.  Si  l’on  décompose  le  polynôme  F(x)  en  facteurs 
réels  du  premier  et  du  second  degré,  en  sorte  que  l’on  ait 

F(x) = (x  — a)rx — bf. . . (x1 -f-  px  -f  - q)n. . . (x“ -(-  rx + *)", 


on  pourra  décomposer  la  fraction  rationnelle  - de  la  manière 
suivante  : 


F(a?) p | A . Ai i . A„— i 

f[x)  ' {x — af  ‘ (x — af~'  4 * ***  ( x — a) 

, B P*+Q 

' (x—b'f  ‘ 

, PiS+Q.  ■ . P.-i^+Ü.-, 

‘ (x’-f-px+ç)"-1  ‘ ' ixl+px-\-q) 

, Rx+S  R^x-f-Sw-, 

‘ (x’-f-rx-j-S)"'  ' x’-f-rx-j-S  ’ 


E(x)  désignant  une  partie  entière  qui  peut  être  nulle,  et  A,  A», 
A„_i,  P,  Q ...  des  constantes  réelles. 

Le  procédé  qui  nous  a servi  à prouver  la  possibilité  de  la  dé- 
composition donne  aussi  le  moyen  de  l’effectuer,  et  on  pourra 
l’appliquer  pour  former  les  termes  qui  correspondent  aux  fac- 
teurs du  second  degré  : x*-{-px-\-q,  x*-(-rx-|-i... 

On  pourrait  démontrer  comme  nous  l’avons  fait  (588),  que 
la  décomposition  en  fraction  de  la  forme  indiquée  précédem- 
ment n’est  jamais  possible  que  d’une  seule  manière,  et  dé- 
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duire  de  là  un  moyen  de  trouver,  par  la  méthode  des  coefficients 
indéterminés,  les  fractions  qui  répondent  à une  racine  donnée. 
Mais  nous  supprimons  ces  détails,  qui  ne  présentent  ni  difficulté 
ni  intérêt. 


RÉSUMÉ. 

334.  But  de  ce  chapitre.  — 333.  Cas  où  le  dénominateur  de  la  fraction 
à décomposer  n’a  pas  de  racines  égales.  — 336.  Transformation  du 
résultat  dans  le  cas  où  il  y a des  racines  imaginaires.  — 337.  Cas 
des  racines  égales.  — 338.  La  décomposition  sous  la  forme  précédente 
n’est  possible  que  d'une  seule  manière.  — 338.  Méthode  pour  calculer 
les  coefficients.  — 360.  Cas  des  racines  imaginaires  égales.  — 
361.  Théorème  général  qui  résume  la  théorie  exposée  dans  ce  chapitre. 


EXERCICE. 

I.  Si  <p{a;)=o  est  une  équation  de  degré  n,  et  a,  b,c ...,  k,  l 
ses  racines,  on  a pour  toute  valeur  d ep  plus  petite  que  n — 1 : 


n — _ i | _i 

3+2x  _ y*-  2? 

(•2a: -3)  (5x—  4) ~ 2.r— 3 ~~  bx— 4‘ 


X 

6 

b 

++1U+30 

.r+6 

a+5' 

X 

1 

x — a 

a' — a.’" 

— 3a(a— 

■X) 

3 aix1 

+r;x+a*)' 

1 

1 

1 

| * 

+a;+l)(a;+2) 

2x 

a:+l 

1 2(x+2)‘ 

4+3x 

4 

r 7 

x 7 

x{x — !)(+- 

h») 

X 

1 %x- 

-1)  1 2(++l)‘ 

YJI  3-j-a-  8 1_ 

(5 — xf  (5 — xf  5 — x' 

vni  5+6*— ' _ 17  . 6 1 

Vlll‘  (3+2+'  ~ 2(3+20:)'  ~'r  (3+2«)*  3+2+ 
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2 + 3j_  14 3 

(4 — x )*  (4 — x'f  (4 — x~f 


l+aH-^+Sa;5^  i 17+I8x  . 1 8+15.r 

(1— x+5x'?  25  (1  —x+Sx')'  + 25 ' 1 - x +-5x*' 


XI  1 — M ^+x  I V^2—' 37  ) 

l-f-#*  2^2  (l-f-a;v/2-f-x*  1 — x^1-\-xr  j 

„„  70+1 14ar-|-1 43**+ 1 07a:!+46.rk+8,r*  7 

AU'  (7+ar)(l+a:)5  — 7+x"^ 


{l+a-)s^(l+x)s_r  1++ 


Digitized  by  Google 


CHAPITRE  XXX 


SUR  LES  EXPRESSIONS  IMAGINAIRES. 


Définitions  et  notations. 

302.  La  résolution  des  équations  du  second  degré  conduit, 
dans  certains  cas , à des  expressions  qui  n’ont  aucune  valeur 
numérique,  et  renferment  l'indication  d’opérations  impossi-. 
blés  à effectuer.  C’est  dans  un  but  de  généralisation  que  l’on 
a été  conduit  à employer  ces  expressions  imaginaires.  Nous 
avons  vu,  par  exemple,  qu’en  les  adoptant,  on  a l’avantage  de 
pouvoir  énoncer  sans  restriction  des  théorèmes  tels  que  les 
suivants  : 

Toute  équation  du  second  degré  a deux  racines. 

Dans  toute  équation  du  second  degré  de  la  forme 
a;*  -f-  pa?  -f-  g = 0,  la  somme  des  racines  est  égale  au  coefficient 
du  second  terme,  pris  en  signe  contraire,  et  leur  produit  au 
terme  tout  connu. 

Ces  avantages,  qui  dans  le  cas  que  nous  citons  sont  à peu 
près  insignifiants,  deviennent  très-importants  dans  la  théorie 
générale  des  équations. 

Les  expressions  imaginaires  peuvent  aussi  être  introduites 
utilement  dans  la  solution  de  quelques  questions,  comme  nous 
le  montrerons  dans  ce  chapitre. 

363.  On  donne  le  nom  d’expression  imaginaire  à une  expres- 
sion de  la  forme  a-f-y/ — K,  — K désignant  un  nombre  néga- 
tif. y/ — K n’est  pas  un  nombre,  en  ce  sens  qu’il  ne  peut  servir 
de  mesure  à aucune  grandeur;  mais  il  peut  figurer  utilement 
dans  les  calculs,  d’après  cette  condition  que  son  carré  soit  tou- 
jours remplacé  par  — K.  Si  l’on  applique,  en  outre,  aux  nom- 
bres imaginaires  toutes  les  réglés  démontrées  généralement 
pour  les  nombres  réels , les  opérations  relatives  à ces  nombres 
seront  suffisamment  définies  et  fourniront  toujours,  comme 
on  le  verra,  des  résultats  de  même  forme  qu’eux. 

28 
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364.  —K,  étant  négatif,  peut  être  représenté  par  un  carré 
pris  en  signe  contraire,  — b\  le  type  d’une  expression  imagi- 
naire, devient  alors 

a -f-  yj — b*, 

que  l’on  écrit  souvent  a -j-  b yj — 1 . 

Remarque.  On  substitue  à y/—  b1  l’expression  b<J^l,  en 
vertu  de  la  convention  faite  plus  haut  : appliquer  aux  nombres 
imaginaires  toutes  les  règles  démontrées  généralement  pour 
des  nombres  réels.  — 6*  peut  être  considéré , eh  effet , comme 
le  produit  é*  x ( — f),  et,  en  vertu  d’une  règle  démontrée  géné- 
ïalement  pour  les  nombres  réels,  on  peut  faire  sortir  le  facteur 
5*  du  radical. 


368.  Quels  que  soient  les  nombres  réels  a et  b,  l’expression 
imaginaire 

a+  V — 1 

est  racine  d’une  équation  de  second  degré 


(*  — af  + b'  = 0. 

La  seconde  racine  de  cette  équation  est,  comme  on  le  voit  faci- 
lement, 

a — ôy/ — 1. 

a + ty — 1 et  a—b<J^—i  se  nomment  des  expressions  ima- 
ginaires conjuguées  : elles  jouissent,  évidemment,  de  la  pro- 
priété d’avoir  une  somme  réelle  2 a et  un  produit  réel  à1  + 6*. 


Puissances  de  yj—  l. 

366.  Dans  les  calculs  que  l’on  effectue  sur  les  expressions  de 
là  forme  a-f-  b\f—i,  on  applique  (363)  5 ces  expressions  toutes 
les  règles  du  calcul  algébrique,  en  opérant  comme  si  y/— î 
était  un  nombre.  Quelques  géomètres  représentent  ce  symbole 
par  une  lettre  »,  et  dans  les  résultats,  ils  remplacent  »*  par 
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— ■ 1 • les  puissances  successives  de  i ou  — 1 se  irouvent 
par  là  déterminées. 

(V—D3 =i,=t1Xi=- v'222ï 

(v'— ï)‘=*‘  = (*’)*  = 1 

(v'==:ï)11  = î3  = **.  * = V/— ï. 

et  ainsi  de  suite.  On  a , en  général , n désignant  un  nombre 
entier, 

(v^f  =(«V  =1 
(VC^)‘»+ W\  ,•  = v/=ïï 
(yüî)*n+* — i»\  t* = _ t 
(V/=ZÏ)1"+S  _ iin  ,•»  _ _ jm. 

Toutes  ces  conventions  sont  nécessaires  si  l’on  veut  pouvoir 
appliquer  aux  calculs  faits  sur  les  expressions  imaginaires  les 
règles  générales  relatives  aux  nombres  réels.  Elles  permettent 
de  démontrer  le  théorème  suivant,  qui  est  fort  important  : 


Produit  des  expressions  imaginaires. 

367.  Théorème.  Si  l’on  considère  un  nombre  quelconque  d’ex- 
pressions imaginaires. 

(«t  -j-  bi  \J — l),  (n*  bt  — 1 j,  (o$  -}-  bj  y/ — l)  • « • (a.  -)-  bn  ^ — J J, 

que  l’on  effectue  leur  produit  d'après  les  règles  de  la  multiplica- 
tion algébrique , en  remplaçant  les  puissances  de  \J — 1 par  les 
valeurs  indiquées  plus  haut , quel  que  soit  l'ordre  dans  lequel 
on  opère,  le  résultat  sera  identiquement  le  même,  c’est-à-dire  que 
l’on  obtiendra  la  même  partie  réelle  et  le  même  coefficient  pour 

v/=î. 

Si  nous  remplaçons  en  effet  \/— I par  s,  on  sait  que  le 
résultat  sera  identiquement  le  même,  quel  que  soit  l’ordre 
que  l’on  adopte  pour  les  multiplications  successives , et  que  les 
coefficients  des  mêmes  puissances  de  i auront  dans  tous  les  cas 
les  mêmes  valeurs.  Si  donc,  dans  les  polynômes  identiques,  on 
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remplace  les  puissances  de  i par  les  valeurs  indiquées  plus 
haut,  savoir  : 

i'n  par  1 

»*"+1  par  \/ — 1 * 

i'"+î  par  — 1 

par  yj 1; 

les  résultats  ne  sauraient  être  différents;  or  il  est  tout  à fait 
indifférent  de  remplacer,  à la  fin  du  calcul,  chaque  puissance 
de  » par  sa  valeur,  ou  de  faire  successivement  les  substitutions 
après  chaque  opération  partielle  : car  ces  substitutions  se  ré- 
duisent toutes  à remplacer  deux  facteurs  égaux  à i par  le  fac- 
teur — 1,  et  peu  importe  qu’on  le  fasse  en  une  fois  ou  succes- 
sivement. 

568.  Nous  donnerons  immédiatement  une  application  du 
théorème  précédent, 

Considérons  le  produit 

P = (a  + èv/— ï)  (c  + d\f^- T)  (a  — b\J — l)(c — d\/ — l); 
si  on  multipliplie  les  deux  premiers  facteurs,  on  trouve 
(a-)-  b\/ — l)  (c  -f-  d\ ! — l)  = (ac — bd)  -f-  (od -f-  bc)^—im 
et  en  multipliant  les  deux  derniers , 

( a — èv/~ï ) (c  — y/ — ï)  = (ac  — bd)  — (ad  -)-  bc)  y/—  1 , 
en  sorte  que 

P = [(ac  — bd)  -)-  (ad  -f-  bc)\' — l]  [( ac  — bd)  — (ad  -f -bc)\J — 1 ], 
ou,  en  effectuant, 

P = (ac  — bd?  -f  (ad  -f  bc?. 

D’un  autre  côté,  en  multipliant  le  premier  facteur  par  le  troi- 
sième, et  le  second  par  le  quatrième,  on  a 

(■ a -f-  b\/ — l)  (a  — b\J — l)  = a!-(-  6* 

(e-j-<7v/ — l)  (c  — d\J — ] ) = c* -f-  cf* ; 

donc  P = («’  -J-  i’j  (r:!  -f-  d’). 
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ce  qui  donne  la  formule 

(a5  -f  V)  (c*  -J-  (P)  = (œ  — W)*  + (ad  + 
laquelle  est,  du  resle,  exlrêinemenl  facile  à vérifier. 


In(roduclioi)  des  lignes  trigonométriques  dans  les  expressions  imaginaires. 


5G9.  Les  expressions  imaginaires  peuvent  se  mettre  sous  une 
forme  particulière  qui  simplifie  souvent  les  calculs  auxquels  on 
doit  les  soumettre. 

Soit  l’expression  a + b^—y, 

si  l'on  pose 

[l]  a = pcos? 

[•2]  ô = psin  ?, 

on  pourra,  quels  que  soient  a et  b,  trouver  pour  p une  valeur 
positive,  et  pour  y une  valeur  moindre  que  2-ir,  qui  satisfasse 
à ces  deux  équations  ; il  suffira  de  prendre 

[3]  P ' = *+», 

[4]  laug  ? = “• 


Les  équations  [3]  et  |4]  se  déduisent,  en  effet,  de  [t]  et  [2] 
en  ajoutant  leurs  carrés , et  en  les  divisant  membre  à membre. 
Réciproquement , si  p et  <p  ont  les  valeurs  indiquées  par  les 
équations  [3]  et  [4],  on  aura 


eos?  = 


±^1  -ftang*?  ±^lJr^  ±v/6‘  + a* 


sm  p 


tan  g y 


±v'l  + t'f?  r-  + 
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et  en  remplaçant  \fb'  -f-  a*  par  p, 


sm  9 = 


±P* 


c’est-i-dire  a — ± p cos  9 , 

ô = rfcpsin  9, 

ce  qui  coïncidera  avec  les  équations  [1]  et  [2],  si  l’on  a soin  de 
prendre  pour  ? celui  des  deux  angles  qui , ayant  pour  tangente 

-,  a son  sinus  de  même  signe  que  b. 

D’après  ce  qui  précède,  une  expression  imaginaire  «+6y/ — 1 
peut  toujours  sc  mettre  sous  la  forme 


p (cos  9 -j-  — 1 sin  9 ) , 

et  ne  peut  évidemment  s’y  mettre  que  d’une  seule  manière 
( p devant  être  positif  et  ® moindre  que  2it). 

P se  nomme  le  module  et  9 l’argument  de  celte  expression 
imaginaire.  Nous  allons  voir  qu’il  y a un  avantage  de  simpli- 
cité à mettre  les  expressions  imaginaires  sous  cette  forme. 


Multiplication  et  division  des  expressions  imaginaires. 

570.  Soit  à multiplier  les  deux  expressions 

p (cos  9 -f-y/ — lsin9)> 
p'  (cos 9'  -f-  \f—i  sin  9'  ). 

En  effectuant  le  produit  et  remplaçant  seulement  le  carré  de 
y/— 1 par  — 1,  on  trouve 

Pp'[cos9Cos  9' — sin  9 sin  9'  -f-y/-— ï (cos  9 sin  9'-)- sin  9 cos  9')] 
= pp'  [cos  (9  + 9')  + \J^ï  sin  (9  -f  9')]  ; 

par  conséquent,  pour  multiplier  l'une  par  Vautre  deux  expressions 
imaginaires,  il  faut  multiplier  les  modules  et  ajouter  les  argu- 
ments. 
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La  règle  précédente  permet  évidemment  de  faire  le  produit 
d’un  nombre  quelconque  d’expressions  imaginaires. 

371.  Pour  diviser,  l’une  par  l’autre,  deux  expressions  imagi- 
naires, il  suffit  évidemment  de  diviser  les  modules  et  de  retran- 
cher les  arguments.  On  a en  effet 


P (cos  y -f  y/ — i sin  9) 
p'  (cos  9'  -f  — 1 sin  ?0 


= p-,  [cos  (9  — f 'j  + 1 sin  (9  — 9')]. 


Cette  égalité  devient  évidente  si  l’on  chasse  le  dénominateur 
et  que  l’on  effectue  la  multiplication  du  second  membre,  d’après 
la  règle  donnée  précédemment. 


Puissances  d’une  expression  imaginaire. 

372.  Si  l’on  suppose  que  les  expressions  à multiplier  devien- 
nent toutes  égales  entre  elles , les  théorèmes  précédents  prou- 
vent que 

La  puissance  entière  d’une  expression  imaginaire  a pour  module 
la  puissance  correspondante  du  module , et  pour  argument  le  prtb 
duit  de  l'argument  par  l’indice  de  la  puissance.  Ainsi  l’on  a 

[1]  [p(cos  <p -f~  V/ — 1 sin<p)j"  = p“(cosjnf  -f-  y^^Tsin  m<f). 

Cette  formule,  très-importante  en  analyse,  s’étend,  comme 
nous  allons  le  faire  voir,  au  cas  où  m désigne  un  nombre  frac- 
tionnaire ou  négatif. 

Supposons  d’abord  que  m y soit  remplacé  par  —,  »t'  étant 
entier,  il  s’agit  de  montrer  que  l’on  a 

[2]  [p(cos 9 -f  v'—î  sin  9)]"*'  = Pm'  (cos sin  . 

Pour  vérifier  cette  égalité , élevons  les  deux  membres  à la 
puissance  m'  : le  premier  donnera,  évidemment,  pour  résultat 

p(cos  9 -f-  v''— ï sin  9)» 

et  la  règle  donnée  pour  les  puissances  entières  montre  qu’il  en 
est  de  même  du  second. 
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Remarque.  Cos®  et  sin®  étant  donnés,  cos  — et  sin^-,  ne 

sont  pas  complètement  déterminés  et  restent  susceptibles  (voir 
la  Trigonométrie)  de  plusieurs  valeurs  distinctes.  11  en  résulte 
aussi  des  valeurs  distinctes  pour  l’expression 

I 

[p(cos  f sin  f)]m\ 

ce  qui  est  conforme  aux  principes  indiqués  dans  la  théorie 
des  équations. 

375.  Si  nous  considérons  maintenant  le  cas  où  l’exposant  m 

771  * 

est  remplacé  par  une  fraction  - , il  faut  prouver  que 

[3]  [p  (cos  y 4-  sin  (f)f  = pn  (cos  ^ + y/=ï  sin  Ç) . 

En  effet,  élever  une  expression  à la  puissance  c’est,  par  dé- 
finition , en  prendre  la  racine  n"  *,  puis  élever  le  résultat  à 
la  puissance  m;  or,  les  formules  [1]  et  [2]  permettent  de  faire 
successivement  ces  deux  opérations,  et  l’on  est  ainsi  conduit  à 
la  formule  [3]. 

374.  Supposons  enfin  que  m ait  une  valeur  négative  — m', 
il  faut  prouver  que  l’on  a 

[p  (cos  y -f-  y/ — 1 sin  <p)J  = p-m'(eos — m’y  -f- y — l sin  — m'y)‘, 

pour  cela,  remarquons  que,  par  définition, 

[p(cosŸ+  y f=î  sin  dT  = fp(cos?+^8in  ,)]-'• 

or — = - î_ 

[p  (cos  <p  + \J— 1 sin  ?)]”  p^lcos  m'<p  -f-  y/— 1 sin  m'y)  ’ 

mais , on  a 

1 cosO  + y/^TsinO 

p"'(cos  m'y  -f-  y/ — 1 sin  m'y)  pm'(cos  m'y  -j-  y/ — t sin  m'y' 

=p-m'(cos  —m’y  — (— y^ — 1 sin—  m’y), 

ce  qu’il  fallait  démontrer. 
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575.  Nous  indiquerons  quelques  applications  des  formules 
précédentes. 

Théorème.  Tout  trinôme  de  la  forme 
x'  + px’  + q 

est  décomposable  en  deux  facteurs  réels  du  second  degré. 

Nous  distinguerons  deux  cas  : 

1»  Supposons  que  l’équation  du  second  degré 

z'+ps+q  = o 

ait  deux  racines  réelles  a et  fi  : on  aura 

s*  -|- pu  -J-  ç = (s — a)(z  — p), 

et,  par  suite , 

x*  -|-px’  -f-ÿ  = (**— «)  («'  — ?). 

2°  Supposons  que  l’équation 

a’  +pz  + ? = O 

ait  deux  racines  imaginaires,  « -j- p y/ — 1,  * — ? sf—ï  '•  on 
aura 

z'-\-pz  -\-q  = (z — « -f-  Pvy — l)(s  — « — 0» 
et,  par  suite, 

[ 1 ] x*-\- px*-\- q = {a? — a -f  p \J — l)  («* — a — p \J — 1 ) , 

l’équation  [1]  peut  s’écrire 

x4  -|-  px ’ -| -q  = (x — V « + P ï)  (x  + V “ + P — 1 ) 

( x — v* — p^— ï)(*  + Va  — p y/=î)  ; 

puis,  en  posant 

a -(-  Py/ — ï = p(coS  !p  — j—  — 1 Siu  ij<)> 
a — P y/— T = p(cOS  îp — \/— ïsillf), 
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et,  par  suite  (372), 

v'a  + |V=ï  = y/p  (cos  | + sin  , 

J — 

v'oc  + p y/=ï = y'p  (eos | — v/^T sin  , 

il  vient 

x‘  + px'  4 7=  [ J'“ V''p  (cos 1 4-  >J^\  sin  |J  j 
+ v'p  (cos|  4-  ^ sin  J K*  — V7p  (cos | — y/^T sin  j 

[*  + v'p  (cos | — f=i sin  |)] , 

ou,  en  réunissant  le  premier  et  le  troisième  facteur,  et  le  se- 
cond et  le  quatrième  qui,  évidemment,  sont  conjugués, 

*‘+Jw*  + î=[(*— v'pcosl)  -f-psin’l] 

[(«4-v/pcos  |)  +psin*|J, 

et  le  trinôme  est  ainsi  décomposé  en  deux  facteurs  réels  du 
second  degré. 


Problème.  Exprimer  cosmcp  et  sin  m?  en  fonction  de  cos  œ e 
de  sin  <p. 

On  a 

(cos  ? 4-  y/—  1 sin  ç)"*  = cos  my  -|—  y/ — 1 sin  mi/  ; 


en  développant  le  premier  membre  par  la  formule  du  binôme 
et  égalant  le  résultat  au  second  membre,  c’est-à-dire,  écrivant 
que  les  parties  réelles  sont  égales,  ainsi  que  les  parties  imagi- 
naires , on  a 


cosmp=cos”y- 


sin  m<f = mcosm-4  sin  <p  ■ 


m{m — 1)  _ , . , 

- — cosm_!<psm’p 

m(m — 1 )(m — 2 )(m — 3) 

1. 2.3.4 

m{m — 1)(»j — 2) 


1.2.3 


cos"-*?  sin*tp  -j- . . . , 
cosm~*!j>  sin3  tp  . 
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Problème.  Évaluer  xm  -f-  ^ en  fonction  de  x+~- 
Posons  x -J — = 2cos  ? ; 

X 

on  en  tire 

a;  = cos?-|-y — 1 sin?, 
!=cos?-v/=îsin?I 
et,  par  conséquent, 

•r”,  + ^,  = 2cosm?> 

de  sorte  que,  la  formule  qui  donne  cos  m ? en  fonction  de 

m . 1 

X -I 

1 xm  1 

cos?,  permettra  de  calculer — r — en  fonction  de  x-j-~. 

* X 

Remarque.  Pour  obtenir  la  formide  demandée,  nous  avons 
supposé  à x une  valeur  imaginaire 

x — cos  ? + \/ — l sin  ? ; 

le  résultat  est-il  suffisamment  établi  pour  une  valeur  réelle  quel- 
conque de  x'I  Pour  démontrer  que  la  formule  est  générale,  il 
faut  remarquer  que  si  l’on  chasse  les  dénominateurs,  elle  est  de 
degré  2m,  et  l’on  sait  par  la  théorie  des  équations,  quelle  doit 
alors  être  identique,  si  elle  a lieu  pour  plus  de  2m  valeurs 
réelles  ou  imaginaires  de  la  variable. 

RÉSUMÉ. 

362.  On  rappelle  que  les  expressions  imaginaires  se  sont  introduites  dans 
un  but  de  généralisation  dont  l’importance  devient  plus  grande  encore 
dans  la  suite  de  l'algèbre. — 363.  Une  expression  imaginaire  n’étant  la 
mesure  d'aucune  grandeur,  n’est  pas  un  nombre , mais  à l’aide  de 
conventions  convenables,  elle  peut  figurer  utilement  dans  les  calculs. 

— 364.  On  a l'habitude  de  donner  aux  expressions  imaginaires  la  forme 
a _[_fey/ — i . — scs.  Toute  expression  imaginaire  est  racine  d’une  équa- 
tion du  second  degré,  l’autre  racine  se  nomme  expression  conjuguée. 

— 366.  Puissances  successives  de  \J — 1.  — 367.  Un  produit  de  fac- 
teurs imaginaires  ne  change  pas  quand  on  intervertit  les  facteurs.  — 
368.  Application  du  théorème  précédent  à la  vérification  d’une  formule 
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d’algèbre  entre  nombres  réels. — 569.  Expression  trigonométrique  des 
expressions  imaginaires  ; définition  du  module  et  de  l'argument.  — 
570.  Produit  de  deux  expressions  imaginaires.  — 571 . Quotient  de  deux 
expressions  imaginaires.  — 572.  Puissances  d'une  expression  imagi- 
naire. — 575-571.  Extension  du  résultat  obtenu  au  cas  d’un  exposant 
négatif  ou  fractionnaire.  — 573.  Application  des  formules  précédentes 
à quelques  résultats  où  ne  figurent  plus  que  des  quantités  réelles. 

EXERCICES. 

I.  Démontrer,  sans  avoir  recours  à des  expressions  trigono- 
raélriques,  que 

Va-{-&v/~i  est  de  la  forme  T. 

II.  Trouver  les  racines  réelles  ou  imaginaires  de  l’équation 

8—  Vf 

2x  y x — Sx  i/  - = 20. 

III.  n désignant  un  nombre  premier  plus  grand  que  3, 
(x  -f-  ij)n  — x"  — yn  s’annule  pour  x — y 

IV.  Résoudre  l’équation 

xc  — 2x*cos<p  -f- 1=0. 

V.  Quelles  sont  les  expressions  imaginaires- dont  la  puissance 
m""  est  réelle. 

VI.  Trouver  une  expression  imaginaire  dont  le  cube  soit  égal 
à l’unité.  Il  en  existe  deux  dont  chacune  est  le  carré  de  l’autre. 

VII.  En  nommant  a l’expression  dont  le  cube  est  égal  à 
l’unité,  vérifier  la  formule 

(a-{-6-|-c)(a-f  ôa-f-ca’Xa-f-ôx’+ca^a’-f-^-f-c* — 3aôc; 
en  déduire  la  démonstration  de  la  formule  indiquée  chapitre  ii. 

VIII.  Le  module  de  la  somme  de  deux  expressions  imagi- 
naires est  plus  pelit  que  la  somme  de  leurs  modules  et  plus 
grand  que  leur  différence. 
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576.  Soit  l’équation  du  troisième  degré. 

1 1]  y'x)  — z*  -|-  -f-  bv*'  ex  -\ - d = 0. 

Posons  x=x '-j-A, 

elle  deviendra 

+ h)  = r.h)  + x'o'(h]  + ^ ?''(*)  + 7X3  *'(*)  » 

et  si  nous  posons  <?"(*)  = 0, 

c’est-à-dire  6A  -f-  2a  = 0, 

* « 

ou  ^ 3" 

L’équation  en  x'  ne  contiendra  pas  de  terme  en  x'*  et  sera 
de  la  forme 

[2]  a;'5-(-px'-f  q = 0. 

C’est  sous  cette  dernière  forme  que  nous  étudierons  l’équation 
du  troisième  degré  en  supprimant  l’accent  de  la  lettre  x. 

377.  Nous  commencerons  par  traiter  l’équation  plus  simple 

[1]  **=t, 

l’une  de  ses  racines  est  évidemment 

x = 1 , 

pour  avoir  les  deux  autres,  écrivons  la  proposée  sous  la  forme 

a-1—  1 =0, 
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et  divisons  le  premier  membre  par  x — 1 , nous  obtiendrons 
x*  -f-  x -f- 1 = 0, 

dont  les  racines  sont  x— — 1 ~ ^ ~ 

Ces  deux  expressions  imaginaires  sont  les  racines  cubiques 
de  l’unité;  dans  ce  qui  va  suivre  nous  représenterons  l’une 
d’elles  par  la  lettre  »,  l’autre  sera  a*,  comme  on  peut  facilement 
le  vérifier, 

I — 1 H-  — 3\s 1 — 2 V — 3 — 3 — 1 — y7— T? 

\ 2 1 ~ 4 2 ’ 

et  il  est  clair  d’ailleurs  que  si  l’on  a 

«s=l, 

on  a aussi  (a*)*  = i , 

donc  a*  doit  être  racine  de  l’équation  [1]  toutes  les  fois  que  « y 
satisfait  lui-même. 

578.  Reprenons  actuellement  l’équation 

Ll]  ar’-f  px+q  = 0, 

h laquelle  peut  se  ramener  (576)  toute  équation  du  troisième 
degré;  posons,  pour  la  résoudre, 

x = y + z, 

elle  deviendra 

i/  + 3 t/z  -f-  3 y z1  + s5  +p'y  -f  s)  -f  q = 0, 

ce  que  l’on  peut  écrire 

f + **  + [y  + s)  (3ys  -f-  p)  -f  q = 0, 

y et  z étant  assujettis  à la  seule  condition  d’avoir  pour  somme 
la  racine  cherchée  x,  nous  pouvons  établir  entre  elles  une 
relation  arbitraire  et  poser 

[2]  3ys+]5  = 0, 
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l'équation  devient  alors 

[3]  y+s*+?= o. 

Or,  on  résoudra  les  équations  [2]  et  [3]  en  remarquant  qu’elles 
font  connaître  la  somme  et  le  produit  des  quantités  1/  et  z\  on 
a en  effet 


v>+^=—q, 


y * et  s*  sont  donc  les  racines  de  l’équation 

u*+qu  — !L==0, 

et  par  conséquent  ces  deux  quantités  sont  respectivement 

-g-  + 

2 ' 

£ 

2 

on  en  déduit 
[4]  = y + + 

579.  La  formule  précédente  exige  quelques  explications. 
Un  nombre  quelconque  A a trois  racines  cubiques,  puisque 
l’équation 

x*  = A 

admet  nécessairement  trois  racines.  Pour  olilenir  ces  trois 
racines,  il  suffit  d’en  connaître  une  seule,  et  de  la  multiplier 
successivement  par  a et  par  a*  [1] , ce  qui , évidemment , ne 
change  pas  son  cube. 

D’après  cela , la  formule  qui  donne  la  valeur  de  x semble 
fournir  neuf  solutions,  cardiaque  radical  a trois  valeurs,  et 
rien  n’indique  la  dépendance  à établir  entre  elles.  On  doit 
remarquer  pourtant  que  celte  dépendance  existe;  nous  avons , 
en  effet  [2] , 
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le  produit  des  deux  radicaux  doit  donc  être  réel  et  égal  à 

__P 

3' 

Soient,  d’après  cela,  A et  B deux  valeurs  des  racines  cu- 
biques remplissant  cette  condition , de  telle  sorte  que  l’une  des 
racines  de  l'équation  proposée  soit 

x — A -(-  B, 

les  valeurs  de  y et  de  s sont , outre  A et  B, 

«A , «’A , 

aB , a’B , 

et  il  est  clair  que  le  produit  AB  étant  réel,  les  seules  combi- 
naisons qui  puissent  également  donner  un  produit  réel  sont 

x — «A  -f-  «*B, 

X — aB  -j-  a’A  , 

et  le  nombre  des  solutions  se  réduit  à trois  comme  cela  devait 
être. 


Conditions  de  réalité  des  racines  de  l’équation  ac3  + p*  + q — 0. 

380.  On  peut  remarquer  d’abord  que  les  équations 

a?-\-px-\-q=0 , 
x3+px—q  = 0, 

ont  leurs  racines  égales  et  de  signes  contraires , car  si  l’hypo- 
thèse x = a rend  l’une  satisfaite,  l’hypothèse  x=— « satisfera 
à l’autre. 

D’après  cela , nous  nous  bornons  à chercher  dans  quel  cas 
l’équation 

[1]  x%  -\-px  q — 0 

peut  admettre  trois  racines  réelles,  q désignant  un  nombre 
"positif. 

La  règle  de  Descartes  nous  apprend  tout  d’abord  qu’il  faut 
nécessairement  que  p soit  négatif.  S’il  en  était  autrement 
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l'équation  [1]  n’aurai I,  en  effet,  aucune  variation,  et  la  trans- 
formée en  — x (301) 

— x5  — px  -(-  <7  = 0 

n’en  aurait  qu’une  seule.  L’équation  aurait  par  suite  une  seule 
racine  négative  et  pas  de  racines  positives. 

Examinons  donc  le  seul  cas  où  p est  négatif.  L'équation  a 
alors , d’après  la  règle  de  Descartes,  une  seule  racine  négative, 
et  elle  peut  avoir  deux  racines  positives,  ou  n’en  pas  avoir  du 
tout.  Ce  sont  ces  deux  cas  que  nous  voulons  distinguer. 

L’équation  proposée  peut  s’écrire 

q = — x3 — px  = x( — p — x*), 

— p étant  un  nombre  positif. 

Si  x varie  de  0 à y/ — p le  produit  x( — p — x*)  est  d’abord 
nul , il  augmente  jusqu’à  certain  maximum,  et  redevient  nul 
pour  x — \f — p.  Si  donc  le  maximum  surpasse  q , il  y aura 
deux  valeurs  de  x,  pour  lesquelles  ce  produit  sera  égal  à q , et 
l’équation  aura  deux  racines  positives  moindres  que  y/ — p.  Si 
le  maximum  du  second  membre  est  moindre  que  q,  l’égalité 
est  impossible  pour  les  valeurs  de  x comprises  entre  0 et  y t — p, 
et,  par  suite , pour  toutes  les  valeurs  positives  de  x,  car  le  second 
membre  deviendrait  négatif  si  x*  était  plus  grand  que  — p. 

S’il  arrive  enfin  que  le  maximum  du  second  membre  soit 
précisément  égal  à q,  l’égalité  ne  pourra  avoir  lieu  que  pour  une 
seule  valeur  de  x,  et  les  deux  racines  deviendront  égales. 

La  condition  de  réalité  des  trois  racines  s’obtiendra  donc  en 
cherchant  le  maximum  de 

x(— p—  x*), 

et  écrivant  qu’il  est  moindre  que  q.  Or,  ce  maximum  (2C9)  cor- 
respond à la  valeur  de  x qui  rend  la  dérivée  égale  à zéro , et 
qui  satisfait,  par  suite,  à l’équation 

— p — 3x*  = 0. 

p — x*) 


29 


Pour  cette  valeur,  ~ , le  produit  x( — 

. /ZTv.— * /HZ- 

3 V 3 V 27  ’ 


devient 
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la  condition  de  réalité  des  trois  racines  est  donc 


ou  4p*-f2V<0. 

11  faut  en  outre , comme  on  l’a  vu , que  p soit  négatif,  mais  cette 
condition  est  évidemment  nécessaire  à l’exactitude  de  l'inéga- 
lité précédente,  et  il  est  inutile  de  la  mentionner  à part. 

D’après  ce  qui  précède,  et  en  nous  servant  des  principes  gé- 
néraux de  la  théorie  des  équations,  nous  pouvons  établir  les 
propositions  suivantes  relatives  à l’équation 

[1]  » xs-\-px+q  = 0. 

1*  La  somme  des  trois  racines  est  égale  à zéro.  Si  l’une  d’entre 
elles  est  imaginaire  et  de  la  forme  («-f  py/— î),  il  y aura  né- 
cessairement encore  une  autre  racine  imaginaire  de  la  forme 
(a — Pv/— - T)  > et  il  n’y  en  aura  qu’une  seule. 

2»  Le  terme  fort  connu  est  égal  au  produit  des  trois  racines 
pris  en  signe  contraire.  Si  deux  équations  de  la  forme  [1]  ne 
diffèrent  entre  elles  que  par  le  signe  du  terme  connu , leurs  ra- 
cines seront  respectivement  égales,  mais  de  signe  contraire. 

Ainsi,  par  exemple,  les  racines  de  l’équation 

r1— 39*  -f-  70  = 0 
étant  2,  5 et  —7,  celles  de  l'équation 
x3 — 39jc — 70  = 0 
seront  — 2,  — 5 et  +7. 

3*  Lorsque  p est  positif,  l’équation  admet  deux  racines  imagi 
naires. 

4°  Lorsque  p est  négatif,  l’équation  aura  trois  racines  réelles 
et  inégales  si  (j^  -f  0 est  négatif  ; elle  aura  trois  racines 

réelles , dont  deux  égales  si  est  zéro. 

Enfin  elle  aura  deux  racines  imaginaires  si  + ^ estpo- 
litif. 
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Ainsi,  par  exemple,  les  équations  suivantes  auront  : 

a-s-fl00x±16=0  \ 

x’-f-  12x±16=0  / „ 

^ ±16=0  f'2  raemes  imaginaires; 

a4—  7x±l6=0  J 

3? — 12x±l6=0  2 racines  réelles  égales; 

xs— 100x±16=0  } 3 racines  rée,les  in^es- 


Résolution  des  équations  du  troisième  degré. 

581.  Nous  allons  maintenant  montrer  comment,  à l’aide 
des  fonctions  trigonométriques , on  peut  déterminer  directe- 
ment toutes  les  racines,  réelles  ou  imaginaires,  d’une  équation 
du  troisième  degré. 

1"  Cas.  Racines  réelles.  Condition  : 


Lorsque  l’équation  [2]  contient  trois  racines  réelles  et  iné- 
gales, la  quantité  sous  le  radical  du  second  degré  (578)  est  né- 
gative; et  la  valeur  de  x sera  la  somme  de  deux  quantités  ima- 
ginaires. 

Posons  alors 

q 

— |=Pcos® 

et  ^ + ^ = — p*sinŸ', 

la  formule  [4]  deviendra 

x—\j p cos<p  + psinçy^ — 1 -f-  V P cos?  — p sin  tp  y' — 1 ; 
et,  d’après  la  formule  de  Moivre  (378) , on  aura 

*=  '4 1 • (cosîdj^+sin5d±.  v^ï)  + 
+y-P.(co.îd^-»in±*:.  , 
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où  l’on  doit  donner  à k les  valeurs  0,  t , 2.  Il  faut  que  k ait  la 
même  valeur  dans  ces  deux  termes  pour  que  le  produit  ys( 579) 
soit  réel. 

On  aura  donc  x = 2 y p . cos  ; 

O 

ce  qui  donne  pour  les  trois  valeurs  de  k 

a?=2v/p*C0s|,  2y  p.COS  et  2 y p • COS^|-f240°^  > 

ou 

ar=2(/'p.cos|,  — 2^p . cos  ^60°  — et  — 2y/"p*cos^l20°— 

Pour  déterminer  la  valeur  de  p et  de  ® ( p étant  essentielle  - 
ment  positif)  on  a 

p*cos*<p=|‘  _P*sin«?  = j’-h^ï  ' 

donc  P*  = -^  et  ? = 

cos?=-^. 

Remarque.  Si  la  valeur  que  la  formule  précédente  assigne  h 
ros<p  est  négative,  on  cherchera  dans  les  tables  l’arc <f',  qui  a 
pour  cosinus  le  même  nombre  pris  positivement,  et  ® sera  le 
supplément  de  <p'. 

Exemple  I.  Bissection  d’un  hémisphère  par  un  plan  parallèle 
à la  base. 

Soient  x la  distance  du  plan  secteur  du  centre  de  la  sphère  ; 
y le  rayon  de  la  section  circulaire; 
r=  1 le  rayon  de  la  sphère; 

on  aura  l’équation 

3 Cr  X)  3 “T’ 
ou  2(  1 —x)—x{  1 — x')—  1 ; 

donc  x* — 3a; -f- 1 =0  ; 

équation  qui  donnera  la  valeur  de  x. 
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Nous  avons  donc  p= — 3,  q — 1; 


donc 

et 

COS?  = -|-  = _*; 

donc 

¥ = 

120°, 

et 

9 

3“ 

40*  ; 

et  les  trois  racines  de  l’équation  proposée  seront  : 

xt—  2 cos  40°=  1,5320888, 

xt— — 2 cos  20°  =—1,8793852 , 
a-,=  2 cos  80°=  0.3472964; 


donc 


Xy  “I-  Xy  -j-  Xy  — 0. 


Parmi  ces  trois  racines  il  n’y  a que  la  dernière  qui  soit  admis- 
sible en  géométrie. 

Exemple  11.  Déterminer  les  abscisses  des  points  d’intersection 
de  la  parabole 

x ' = 4y 

et  de  l’hyperbole  4xy  = 1(x — 1). 

Par  élimination  de  y on  obtient  l’équation 
as3  — 7x  + 7 = 0, 

dont  les  racines  déterminent  les  abscisses  des  points  d’inter- 
seclion  : on  a 

p = -7, 

? = + 7; 


log  (—  p”)  = 2,53529412 
log27=  1,43136376 
log  p*  = 1,10393036 
log  p = 0,55196318 


log  q — 0,84509804 
C‘.  log  2 = 9,69897000 
C‘.logp  = 9, 44803482 
log  cos  <p'  = 9,992 10286 

<p'=  10°  53' 36",  195 
y = 169*  6’ 23",  805 
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? = 56*  22' 7,935  ^60*  — |^  = 3*  37  52* ,065  ^120*  — ^ =63*  37  52"  ,065 

log  COS  = 9,7433874  log  cos  = 9,999 1 272  log  cos  = 9,647528 1 
log  2 = 0,3010300  =0,3010300  =0,3010300 

log  y/p=  0,1839884  =0,1839884  =0,1839884 

log  x,  = 0,2284058  log(-x,)=  0,4841456  log  x3  = 0,1325465 
xx  = 1 ,692021  Xt  =—3,048917  a*,  = 1 ,356896 


Vérification. 


Xt  = 1,692021 

xt  = — 3,048917 
x,=  1,356896 

Xi-\-X,+  X3=:  0 


log  Xi  = 0,2284058 
log  x%  = 0,4841456 
log  x,  = 0,1325465 

log  x,  Xi  xs  = 0,8450979 
Xi  Xi  x%  — — 7 


382.  2*  Cas.  Racines  imaginaires.  Condition  : 


>0. 


. Q * 

1*  Soit  p NÉGATIF,  on  a 

et  l’on  peut  poser,  par  conséquent , 
On  aura  alors 


y - \J~  | -I- 1 cos  «o  = q sin‘ 


et 


* = \/ — | — 1 cos  « = \/“  5 C°S*  ï* 

ou  en  remplaçant  g par  sa  valeur  y/—  |^, 

et  .V-Î-V/=I 


« 
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Soit  maintenant  <p  un  angle  auxiliaire  déterminé  par  l’équa- 
tion 

tang?  = y/t 


tang^, 


on  aura  y — \f~\  ■ tang  ? * ■*=  \f~\  ' cot?  » 

et , par  suite,  les  valeurs  de  x sont  : 

\J-\  ■ (long  , + col ,]  = sf~\  ■ SHT, 

et  — *\f—\ f • [tang  <p  + cot <pj  ± y^— ï • v^.ttang?— - cot cpj , 


ou 


ÏKÏ  ± \/~P  • col  2» , 


formules  calculables  par  logarithmes. 
On  cherchera  d’abord , 


l° 


SUl 


-2*  nt 

“ q\  27  ’ 


0> 

tang  2’ 


ensuite,  2°  tang<?  = ^ t; 
et  après,  3“  x,  = 2 y/—  | coséc  2 <p , 


et 


: = — y/— | coséc  2?  ± y/ — 1 .y7 — p cot  2<p. 


Quant  aux  signes  des  racines , on  tiendra  compte  de  ce  que  la 
racine  réelle  est  toujours  de  signe  contraire  à celui  du  terme 
absolu  de  l’équation , et  que  la  somme  des  trois  racines  est 
nulle. 


Exemple  III.  a*—  10,871385a:  + 18,01032  = 0. 

p = — 10,871385 , 

? = + 18,01032, 
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donc  log  = 1 ,6674908 

l0gvë*= 0,8387404 

mais  log  2 = 0,3010300 

et  C'.Iog<7  = 8,7444786 

1*  donc  log  sin  « = 9,8842540 

O)  = 50° 


<0 

2 


= 25 


o 


log  tang®  <P  = log  tang^  = 9,6686725 


2*  log  tang  ç = 9,8895575 

9=37°  47' 31", 287 


29=74«35’  2", 574 


3“  log  — 1 = 0,2795818 
log  2 =0,3010300 
C‘.  log  sin  29  = 0,0138941 
log  x,  — 0,5945059 
#1  = 3,931026 


log  \'—p  = 0,51 81424 
log  cot  29  = 9,4100229 
log  \/^p  cot  29  = 9,928 1653 
^—p  cot  29  = 0,8475501 


Donc  les  trois  racines  sont  : 


#,=  — 3,931026 

et  x = + l, 9605 13±0, 8475501  Xv^- 

Exemple  IV.  Déterminer  les  dimensions  d’un  cylindre  in- 
scrit à la  sphère,  et  tel  que  sa  surface  convexe  soit  égale  à la 
surface  convexe  des  deux  calottes. 

Soient  r = 1 le  rayon  de  la  sphère, 

y le  rayon  de  la  base  du  cylindre , 
et  x la  distance  de  cette  base  au  centre  de  la  sphère , 
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on  aura  4«(  1 — x)  = Axy tt  ; 


457 


mais 

donc 

ou 


y = v l— s*, 
1 — x — x\  l -f- 
1=0. 


x = - 


z — 1 


Posons 

ir 

l’équation  deviendra 

,.+«,-34=0  { 

p 8 

mais,  dans  celle  équation,  ^7  “>  4 = ~97  * 


donc  l’équation  a deux  racines  imaginaires  dont  nous  ne  nous 
occuperons  pas. 

En  résolvant  directement  l’équation  proposée  à l’aide  de  la 
formule  (578),  nous  aurons  : 

3 = y Ï7+V297  + V 17  — \ 297  , 

= y 34,2336879396  — v' 0,2336879396. 

En  se  servant  des  tables  de  logarithmes  pour  extraire  les  ra- 
cines cubiques , on  aura  : 

3 =3,2470172  — 0,6159499 
ou  3 = 2,6310673; 

donc  x = 0,5436891 

et  îx=  1,0873782  hauteur  du  cylindre. 


585.  Soit  p positif  : on  posera 


Digitized  by  Google 


•458  RÉSOLUTION  DBS  ÉQUATIONS  DO  TROISIÈME  DEGRÉ, 
ou  en  remplaçant  q par  2 cot  « y/ 

. n>  v: — üi 

y 


tang-^  et 


~VW 

Posant  comme  plus  haut , 

PI  * tango  =y/tâng^, 

il  vient  y = y/jj  tang  ? , s = — y /|  cot  ? , 


cot 


et  les  racines  cherchées  sont 
[3]  ;r,=  2y/|cot2o 

et  x,  — — y/^  cot  29  rt:  P * coséc  2q> . 

Exemple  V.  Soit  l’équation 


æ*-j-  2,3473983a:  — 9,876543  = O. 

q = 9,876543  p = 2,3473983 

log  ç-  = 0,9946050  log  p = 0,3705868 


donc  log  |;  = 9,6803966 

l0g\/ê3  = 9,8401983 

log  2 = 0,3010300 
C'.  log  q =0,0053950 

[1]  log  tang  w = 9, 1466233 

<o  = 7"  58' 42", 91 

^=3»  59’ 21", 455 
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d’où  log  tang^*  — log  lang5sp  = 8,8434760 


[2]  log  tang  9 = 9,6144920 

9 = 22°  22'  22",  22 
2»  = 44fc44'  44',  44 


Or  log  2 = 0,3010300 
log  cot2?  =10,0038555 

togy/— 1=  9,9467328 
[3]  logJ-,=  0,2516183 


C'.  log  sin  2?  = 0, 152451 3 
log  \C=P  — 0,1 852934 

log  X=£=0, 3377447 

° sin  2-f 

-t=^=2, 1764300 
sin  2ip 


a?,=  1,784918 


et  les  racines  de  l’équation  proposée  seront 
x,  = 1,784918 

ib  = — 0,892459  ±2,176430X^—1* 


RÉSUMÉ. 

376.  Réduction  de  l’équation  générale  du  troisième  degré  à la  forme 
x'-\-px-{-q=o.  — 377.  Résolution  de  l’équation  xs=l . — 378.  Résolu- 
tion algébrique  de  l’équation  x*-\-px-\-q=0.  — 379.  On  montre  que  la 
formule  fournit  trois  racines  seulement.  — 380.  Condition  de  réalité 
des  racines.  — 381.  Résolution  des  équations  du  troisième  degré  par 
le  moyen  des  tables  trigonométriques , cas  des  racines  réelles.  — 
382.  Cas  où  il  y a deux  racines  imaginaires,  le  coefficient  du  second 
terme  étant  négatif.  — 383.  Cas  où  ce  coefficient  est  positif. 
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CHAPITRE  XXXII. 


SUR  LA  RESOLUTION  NUMERIQUE  DE  DEUX  EQUATIONS 
DU  SECOND  DEGRE. 


584.  Nous  commencerons  par  résoudre  la  question  suivante  : 
Quelle  est  la  condition  pour  qu’une  équation  du  second  degré 

[I]  Aÿ’+Bjjy  + Cx’-t-D//-)- Ex,+  F=0 

fournisse  pour  l’inconnue  y une  valeur  de  la  forme  Mx-f-N,  M et  N" 
étant  des  facteurs  indépendants  de  x. 

On  déduit  de  l’équation  [t]  en  la  considérant  comme  une 
équation  du  second  degré  en  y , 

[2]  y= — Ib2|~  D±^v/  (B«— 4 AC?^-  f-2(BD  — 2AE)x+  D*— 4 A F , 

pour  que  celte  valeur  de  y soit  de  la  forme  demandée,  il  est 
nécessaire  et  suffisant  que  le  polynôme  placé  sous  le  radical 

(B*— 4 A.  C)x* + 2(BD — 2AE)x + (D1— 4 AF) , 

soit  un  carré  parfait,  et,  pour  cela,  on  doit  avoir 

(BD— 2AE),=(B>— 4AC)(DS—  4AF), 


ou  , en  supprimant  les  termes  B!D‘  qui  figurent  dans  les  deux 
membres,  et  divisant  ensuite  par  le  facteur  commun  4 A , 

[31  — BDE + AES  = 4ACF — FB* — CD1 , 


telle  est  la  condition  demandée.  Si  elle  est  remplie,  la  valeur 
de  y prend  la  forme 


,,,  Bx-j-D  , 1 / T— — -,  . BD  — i 
W y= 2Â-±5ï^vb»-4AC+-= 


2AE\ 
•uT:/  ' 
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SUS.  Proposons-nous  actuellement  de  résoudre  le  système 
de  deux  équations  numériques  du  second  degré 

[51  Ay*+ftry+Cx,-fDy+Ea:4-F=0, 

[fi]  A'y’+B'a-y+C'ar’+D'y+E'ar-f  F'=0. 

Si  nous  ajoutons  ces  deux  équalions,  après  avoir  multiplié  la 
première  par  X,  le  résultat  pourra  remplacer  l’une  d'elles.  On 
obtient  ainsi 

)7]  (AX-}— A')y*— j— (B>.— J— B')ary— {— (CX— J— (DX— }— D')y 

+(EX+E>+FX-f-F,==0. 

La  quantité  X étant  arbitraire,  nous  pouvons  la  déterminer  par 
la  condition  que  les  valeurs  de  y déduites  de  l’équation  [7]  soient 
du  premier  degré  en  x. 

11  suffira  (384)  de  poser 

[8]  — (BX+B’XDX+D,)(EX+E')+(AX-(-A'XE).+E')* 

=4(AX+A')(CX+C':(FX+F')— (FX+F'XBX-fB'/ 
-(CX+C’XDX+D'A 

équation  du  troisième  degré  en  X qui  aura  par  conséquent  une 
racine  réelle  au  moins.  On  calculera  celte  racine  par  approxi- 
mation, et  en  faisant  usage  de  la  formule  [4]  (384).  On  obtien- 
dra alors  pour  y,  deux  valeurs  de  la  forme 

y=M*+N, 
y=Mta:-f  Ni  ; 

M,  N,  Mi,  Nt,  étant  connus  en  fonction  de  la  racine  X,  en  sub- 
stituant successivement  ccs  valeurs  de  y dans  l’une  des  équa- 
tions [1]  et  [2],  on  obtiendra  deux  équations  du  second  degré 
en  x\  il  y aura  par  conséquent,  en  tout,  quatre  valeurs  pour  x 
et  autant  pour  y. 

580  II  y a plusieurs  cas  à considérer  dans  l’application  de  la 
méthode  précédente.  Nous  les  discuterons  avec  quelques  dé- 
tails; pour  plus  de  simplicité  nous  remarquerons  tout  d’abord 
que  le  problème  revient  à déterminer  l'intersection  de  deux 
courbes  du  second  degré.  La  méthode  indiquée  équivaut  à la 
détermination  préalable  des  droites  qui  réunissent  deux  des 
points  d’intersection. 
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1°  Si  l’équation  du  troisième  degré  en  X admet  trois  racines 
réelles , et  si  en  même  temps  deux  au  moins  de  ces  racines 
rendent  positive  la  quantité 

(BX + B')’—  4(AX + A')  (CX + C') = k , 

ces  deux  racines  déterminent  deux  couples  de  sécantes  réelles 
qui  se  coupent  en  général  en  quatre  points. 

Ces  quatre  points  sont  les  points  d’intersection  des  deux 
courbes  et  leurs  coordonnées  donnent  les  solutions  des  équa- 
tions proposées. 

2°  Si  l’équation  du  troisième  degré  a trois  racines  réelles 
dont  une  seule  rend  positive  la  quantité  k,  ou  si  l’équation 
n’a  qu’une  seule  racine  réelle  mais  qui  satisfasse  à cette  condi- 
tion , les  deux  courbes  n’admettent  qu’un  seul  couple  de  sé- 
cantes communes. 

11  faudra  alors  chercher  si  ces  sécantes  rencontrent  l’une 
quelconque  des  combes  proposées  ou  non  : dans  le  premier 
cas , les  deux  équations  auront  deux  solutions  réelles  et  deux 
solutions  imaginaires;  dans  le  second  cas,  elles  auront  quatre 
solutions  imaginaires. 

3°  Si  enfin  les  racines  réelles  de  l’équation  en  X rendent  né- 
gative la  quantité  k , les  deux  équations  ont  quatre  solutions 
imaginaires. 

587.  Exemple  I.  Soient  données  les  deux  équations 

3y,+4xy-f-3;rt — 9y— I5x=0  (ellipse), 
y’— 2 xy-\-  a^-(-2y — 10x=0  (parabole). 

Ces  deux  équations  combinées  ensemble  donnent  l’expression 
(3+X)y,-f-(4-2X)xy-|-(3+X)xM9-2X)y—  (I5+10X)*=0, 
et  l’on  obtient  pour  l'équation  [8] 

32X*  -f  388X* + 564X  + 1 89  =0. 

Cette  équation  a trois  racines  réelles  et  négatives  qui  sont  : 
X— — ii  — t.  X=—  ty. 

La  quantité  k=— 20(l-f-2X) 

étant  positive  ou  nulle  pour  chacune  des  trois  valeurs  de  X,  les 
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courbes  données  admettent  trois  systèmes  de  sécantes  communes 
réelles  dont  les  points  d’intersection  se  confondent  avec  ceux 
des  deux  courbes. 

Il  ne  s’agit  plus  que  de  déterminer  deux  systèmes  de  sécantes 
et  de  chercher  leurs  points  de  rencontre. 

Pour  X=— i , 

les  deux  équations  du  premier  degré  sont 


tj=— * + 2dfc2, 


système  de  deux  droites  parallèles. 
Pour  X=  — 


nous  aurons 


Les  points  d’intersection  des  quatre  sécantes  sont  : 
x—O,  y—0, 

1 , 

x = 3,  !/=— 3, 

.r =6,  y— — 2. 

Ces  quatre  points  sont  les  sommets  d’un  trapèze  dont  les  côtés 
sont  formés  par  les  quatre  sécantes.  Les  deux  autres  sécantes , 
correspondant  à X=— ®,  seraient  les  diagonales  du  trapèze. 

Exemple  II.  Déterminer  les  points  d’intersection  des  courbes 
xy  — 3x +6 = O (hyperbole) , 
x* — 9y=0  (parabole). 

Si,  dans  la  première  de  ces  deux  équations,  on  substitue  à y 
sa  valeur  tirée  de  la  seconde  équation 

x ' 


on  obtient  immédiatement  l’équation  du  troisième  degré 
a?— 27* + 54  = 0, 

dont  les  racines  déterminent  les  points  d’intersection  des  deux 
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courbes  Celle  équation  a trois  racines  réelles,  deux  positives 
égales,  # = 3,  et  une  négative,  x=— 6. 

A ces  deux  abscisses  correspondent  les  ordonnées 

y—  1 et  y =4; 

donc  les  deux  courbes  se  touchent  au  point  (3,1  ) et  se  coupent 
au  point  ( — 6,4). 

Exemple  III.  Soient  données  les  deux  équations 

if-\-x% — 2a; =0  (cercle), 

2 xy — 1=0  (hyperbole), 

l’équation  résultant  de  la  combinaison  sera 
y,-)-2>ccî/-]-a;,  — 2x — X=0; 

et  en  écrivant  que  cette  équation  représente  deux  droites , on 
trouvera 

X»— X— 1 = 0. 

Cette  dernière  équation  a une  racine  réelle  et  deux  racines  ima- 
ginaires. 

Pour  évaluer  la  racine  réelle,  nous  nous  servirons  des  for- 
mules données  (381)  ; nous  aurons  alors  : 

log  sin«  = 9,585  3481, 

log  tang  = 9,301  3783 , 

log  tango  = 9,767  1261, 
log sin2cp  = 9,940  3459, 
logX  = 0,122  1235, 

X = 1 ,324  718; 

la  quantité  A=4(X* — 1)  = ^ 

étant  positive  pour  la  valeur  de  X que  nous  venons  de  trouver, 
les  deux  équations  du  premier  degré 

y= — Xa;±;-^=(a;-(-X) 
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auront  leurs  coefficients  réels  ; et , par  conséquent , les  deux 
courbes  admettent  un  système  de  deux  sécantes  réelles  com- 
munes. 

En  substituant  ces  deux  valeurs  de  y dans  l’équation 
2 xy — 1 =0, 

on  arrive  à l’équation  du  second  degré 


2#’ 


( — — 1=0. 

\ y/J  y/\ 


Pour  que  les  racines  de  x soient  réelles,  il  faut  que 


-H>0- 

Si  nous  prenons  le  signe  inférieur,  le  premier  membre  de- 
vient négatif  et  la  condition  de  réalité  n’est  pas  remplie;  par 
conséquent  la  droite 

y = — X#  — ^ (x  + X) 
v/À 

ne  rencontre  pas  la  courbe. 

Si  au  contraire  nous  prenons  le  signe  supérieur,  le  premier 
membre  devient  positif  et  la  sécante 

y = — X» 

vX 

rencontre  la  courbe  en  deux  points. 

En  substituant^ X et  y/X  leurs  valeurs  numériques,  la  der- 
nière équation  deviendra 

y — — 0,455881#  -f-  1,150964. 

Équation  qui  combinée  avec  celle  de  la  courbe, 

2 xy — 1 =0, 

donne  les  deux  solutions  réelles  des  équations  proposées, 
x = 1 ,967 160,  y = 0,254 1 73, 

et  x = 0,557424,  y = 0,896791. 

30 
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■ Kxkmpi.k  IV.  Résoudre  les  deux  équations 


4ÿ,  + 9x1  — 36a;  = 0 (ellipse), 

xy  — 12  = 0 (hyperbole), 
l’équation  de  condition  est  : 


XJ  — 144X  — 432  = 0. 

Cette  équation  a trois  racines  réelles;  la  première  positive  et 
comprise  entre  13  et  1 4 ; les  deux  autres  négatives  et  comprises 
entre  — 3 et  — 4,  et  entre  — 10  et  — 11. 

Parmi  ces  trois  racines  il  n’y  a que  la  première  qui  rende 
positive  la  quantité, 


par  conséquent  il  n’y  a qu’un  seul  couple  de  sécantes  réelles, 
dont  l’équation  est 


mais  nous  allons  démontrer  directement  qu’aucune  de  ces 
deux  droites  ne  peut  rencontrer  les  courbes;  car  en  substi- 
tuant la  valeur  de  y dans  la  seconde  des  deux  équations  pro- 
posées 

xy  — 12  = 0, 


on  obtient  les  deux  équations  du  second  degré 


X‘  (— 8 ±XV'3X- 12=  0. 

La  condition  de  réalité  des  racines  de  x est 


ou 


Il  est  évident  que  cette  condition  n’est  pas  satisfaite  lors- 
qu’on prend  le  signe  négatif  ; car  alors  tous  les  termes  du 
membre  à gauche  seraient  négatifs. 
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Mais  comme  X > 13,  la  condition  n’est  pas  remplie  non  plus 
lorsqu’on  prend  le  signe  positif. 

Par  conséquent  les  deux  droites  ne  peuvent  pas  rencontrer 
les  courbes,  donc  les  deux  équations  proposées  n’ont  que  des 
racines  imaginaires. 

Exemple  V.  Soient  données  les  deux  hyperboles 
Ay ’ — 4xy-f9  = 0, 

8 xy  — Aïy  -{-9  = 0, 

déterminer  leurs  points  d’intersection. 

La  valeur  de  y tirée  de  la  seconde  équation  et  substituée 
dans  la  première,  conduit  h l’équation  du  second  degré  en  x, 

4#1 — 35x+  75  = 0, 

équation  qui  a deux  racines  réelles  x—  5 et  x = 3f. 

Les  valeurs  de  y correspondantes , sont  y = § et  y = f . 

Mais  les  deux  courbes  proposées  sont  des  hyperboles  rappor- 
tées à une  asymptote  commune  prise  pour  axe  des  abscisses; 
donc  en  outre  des  deux  points  d’intersection  que  nous  venons 
de  trouver,  elles  ont  encore  deux  autres  points  de  rencontre 
éloignés  à l’infini  de  l’origine. 

En  effet , lorsqu’on  remplace  x par  * et  qu’on  égale  les  va- 
leurs de  y tirées  de  la  première  et  de  la  seconde  des  équations 
proposées,  on  obtient  l’équation  du  quatrième  degré, 

4s*—  35s*+75s‘=0. 

Les  quatre  racines  de  cette  équation  sont 
s’=0,  donc  3=0, 

*=  s et  3 = A, 

et  comme  x=^,  nous  aurons  les  quatre  solutions  des  équa- 
tions proposées  : 


= 0, 

X=  <*>  , 

!/  — 0, 

= 0, 

X — GO  , 

y=o, 

ni 

il 

»=*, 

y=l. 

= ±- 
1 5 * 

x = 3J 

y=l 
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Cas  particulier*. 

388.  La  résolution  de  deux  équations  du  second  degré  à deux 
inconnues , se  réduit  dans  certains  cas  particuliers  à la  réso- 
lution d’une  équation  bicarrée  ou  d’une  équation  du  second 
degré. 

l°  Lorsque  les  deux  courbes  sont  concentriques  et  rapportées 
à leur  centre  commun  pris  pour  origine,  leurs  équations  ne 
contiennent  plus  de  termes  du  premier  degré  par  rapport  aux 
variables,  et  l'élimination  d’une  variable  donnera  une  équa- 
tion bicarrée  par  rapport  à l’autre  variable. 

Exemple.  16y* — lGary-f-Sx* — 400  = 0 (ellipse), 

if — x'  -f-  1 6 =0  (hyperbole) . 

Les  solutions  sont  égales  deux  à deux , mais  de  signe  con- 
traire. 

2°  Lorsque  les  deux  courbes  sont  homofocales  et  rapportées 
à leur  foyer  commun,  pris  pour  origine  des  coordonnées,  les 
deux  équations  se  mettront  sous  la  forme 

y’  + a^  = (ay-fto  + c)*, 
tf  -f  x1  — (a' y -f  b’x  c’)’  ; 

donc  ay  -\-  bx  -\-  c = ±{a'y  b'x  -\-  c'), 

ou  (oTa')y  + (*::Fé')ir  + (CHFe,)  = 0, 

et  l’on  aura  deux  équations  du  premier  degré  que  l’on  com- 
binera avec  l’une  des  équations  proposées. 

Exemple.  3y* — 4xy-j-4y — 2x-j-l=0  (hyperbole), 
y* — 2 xy -J-  a-*  — 3 y — 3x — f = 0 (parabole). 

3°  Lorsque  les  deux  courbes  ont  un  diamètre  commun , et 
qu’elles  sont  rapportées  à un  système  de  coordonnées  obliques, 
ayant  pour  axe  des  abscisses  le  diamètre  commun , et  pour 
axe  des  ordonnées  une  parallèle  aux  cordes,  les  deux  équa- 
tions ne  contiendront  la  variable  y qu’à  la  seconde  puissance , 
dont  l’élimination  réduira  le  problème  à la  résolution  d’une 
équation  du  second  degré  en  x. 
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Exemple.  2y’—  3a?  — 36  = 0 (parabole), 
y’-fôx* — 80=0  (ellipse). 

4*  Si  les  deux  courbes  sont  semblables  et  semblablement 
situées , les  termes  du  second  degré  dans  les  deux  équations 
auront  les  coefficients  proportionnels. 

Donc,  lorsqu’on  multiplie  l’unc  des  deux  équations  par  un 
facteur  convenable,  et  qu’on  la  retranche  de  l’autre  équation, 
on  obtiendra  pour  reste  une  équation  du  premier  degré. 

Exemple  I.  y*  -j-  2a:y  — 3a:*  -f-  6a;  -f-  40  = 0 (hyperbole), 

2 y'  + 4a?y  — 6x*  — 5y  -}-  37= 0 (hyperbole). 

5°  Lorsque  les  deux  courbes  son!  des  hyperboles  ayant  une 
même  asymptote,  et  rapportées  à celte  asymptote  commune 
comme  axe  de  x,  les  deux  équations  ne  contiennent  la  va- 
riable x que  dans  le  terme  xy,  dont  l’élimination  donne  une 
équation  du  second  degré  en  y. 

Exemple.  y * — Axy  -f-  6y  — 10  = 0, 

3y‘-j-2a;y — lOy  -f-  8 = 0. 

Résolution  des  équations  du  quatrième  degré. 

389.  La  méthode  que  nous  venons  d’exposer  sert  à réduire 
la  résolution  des  équations  du  quatrième  degré 

x^-\-a3?-\-bxl-\-cx-\-d=0  • 

à la  résolution  d’une  équation  du  troisième  degré. 

En  effet,  si  dans  l’équation  proposée  on  remplace  x * par  y, 
on  arrive  à l'équation 

y1  -}-  axy  + by  -f  ex  -f  d = 0 , 

et  la  résolution  de  l’équation  du  quatrième  degré  est  ramenée 
à la  résolution  de  deux  équations  du  second  degré  à deux  in- 
connues , que  nous  pouvons  résoudre  au  moyen  d’une  équation 
du  troisième  degré  en  X. 

Exemple.  Soit  donnée  l’équation 

xs  — 2a:* — 8a:* -f  12a: — 4=0, 
équation  qui  n’a  pas  de  racines  commensurables. 
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En  posant  a;’ =y  (parabole), 

l’équation  proposée  deviendra 

y*  — 2 xtj — 8y  + 12a;  — 4 = 0 (hyperbole). 

Ces  deux  équations  sont  ramenées  à celles  de  l’équation  dn 
troisième  degré 

>»  + l6X,+56X  — 6t  = 0, 
qui  a trois  racines  réelles, 

X = — 8 et  X=  — 4dt  2v/6- 
La  quantité  h = 4(  1 — X) 

est  positive  pour  chacune  de  ces  trois  valeurs  deX;  donc,  les 
deux  équations  proposées  admettent  trois  couples  de  sécantes 
communes  et  quatre  résolutions  réelles. 

Les  équations  des  sécantes  qui  correspondent  à la  deuxième 
et  à la  troisième  racine  de  l’équation  en  X,  sont  : 

X = — 4 -j-  2 y/6 , 
ÿ=*  + 2 + V/6  ±(vÆ— 
et  X = — 4— 2^6, 

, = * + 2-v/6 

En  oherchant  les  points  d’intersection  de  ces  deux  systèmes 
de  droites , on  obtient  immédiatement  les  racines  de  l'équation 
du  quatrième  degré 

æ = 2±\/2  et  x ■=  — 1 ±^3. 

RÉSUMÉ. 

384.  Condition  pour  qu'une  équation  du  second  degré  à deux  variables 
se  réduise  à deux  équations  du  premier.  — 383.  Réduction  de  deux 
équations  du  second  degré  à deux  inconnues,  à une  équation  du  troi- 
sième degré.  — 388.  Indication  de  divers  cas.  — 387.  Exemples.  — 
388.  Cas  particuliers.  — 388.  Résolution  d une  équation  du  quatrième 
degré. 
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390.  Dans  un  grand  nombre  de  cas,  si  l’on  suivait  sans  mo- 
dification les  règles  générales  du  calcul,  on  serait  conduit  à, 
des  opérations  compliquées  qui  dépasseraient  quelquefois  la 
patience  du  calculateur.  L’habileté  du  géomètre  consiste  à 
trouver  dans  la  forme  particulière  des  questions  qu’il  traite 
l’occasion  de  simplifier  les  opérations  cl  de  parvenir  plus  im- 
médiatement aux  conclusions  qu’il  a en  vue.  De  pareilles 
modifications  exigent  une  grande  habitude  de  l’analyse  et  sou- 
vent même  un  véritable  génie  d’invention  ; et  on  comprend 
qu’il  ne  nous  est  pas  possible  de  donner  de  règles  générales 
sur  les  artifices  de  ce  genre.  Nous  nous  bornerons  à choisir, 
parmi  les  calculs  algébriques  les  plus  célèbres , quelques 
exemples  dans  lesquels  d’illustres  géomètres  ont  poussé  à un 
haut  degré  la  dextérité  analytique  dont  nous  parlons. 

Problème.  On  donne  un  polynôme  du  second  degré  à trois  va- 
riables, 

[1]  A*’  + A y + AV  -f  2B  yz  + 2B  ’xz  + 2B  "xy  + 

-f  2Cx  + iQIy  + 2C  "z  + D, 

et  l'on  demande  de  remplacer  x,  y,  z,  par  trois  variables  nouvelles, 
liées  aux  premières  par  les  relations 

IX  = au  4 av  4 “V, 
y = p«4p't'4p"to, 

z — y u 4 y'»  4 y”*4’- 

en  s’imposant  les  conditions  suivantes  : 

1°  Le  polynôme  prendra  la  forme 

[3]  G «•  4 G V 4-  GW  4 Hw  4 H'e  4 H"u>  4 K ; 
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2°  Les  neuf  coefficients  a,  a',  a",  p,  p',  p",  y,  y',  y*,  seront  liés 
par  les  relations 

I««  +p*+T*=l, 
a'.  + p'*-f  y”=l, 

»'i  + r+Y^=i, 

,a'  + pp'+yy'=0, 

aa"-)-PP"+n'=0. 

«V'+p'p"+rY'=o. 

Ce  problème  se  présente  en  géométrie  analytique  lorsque  l’on 
veut  simplifier  une  équation  du  second  degré , en  changeant 
les  directions  des  axes  des  coordonnées,  sans  qu’ils  cessent 
d’ètre  rectangulaires. 

En  multipliant  respectivement  les  équations  [1]  par  «,  p,  y, 
et  les  ajoutant  ensuite  membre  à membre,  on  a,  d’après  les 
équations  [4] 

u = ax-\-$y-\-yz, 
et  on  trouvera  d’une  manière  analogue 
v = a!x  p'y  -f-  y 's , 

IV  = a"x  -j-  8"y  -j-  y"s. 

Par  conséquent , pour  que  les  polynômes  [l]  et  [3]  soient 
équivalents,  on  doit  avoir,  en  identifiant  les  termes  du  second 
degré 

C(«r  + p y + y=?  + GVx  + p'y  + y'z?  + G"(*'x  +p"y  y V 

= Ax*  — (—  A 'y*  — f—  AV  + 2Bys  -f-  2B'^=  + 2B";ry , 

ce  qui  donne  les  six  équations  suivantes  : 

Ga’-j-  GV*  + G"a"«=A, 

Gp’  -f-  G'P'1  -j-  G"p"1  = A',  * 

[5]  Gf+GY1  +GY*=A", 

G*P  -j-G'a'p'-f  G"a"p"=B", 

Gay  -J-G'b'y'+G  "a'Y=  B', 
GpY+G'pY-fG"p'Y'=B. 

Multiplions  respectivement  la  première,  la  quatrième  et  la 
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cinquième  équation  du  groupe  [5]  par  a,  p,  y,  et  ajoutons-les 
ensuite,  il  viendra 

[À]  C«  = Aa  + B"p  + B'y. 

Si  l’on  multiplie  la  seconde , la  quatrième  et  la  sixième  équa- 
tion du  même  groupe  par  p,  a,  y,  on  aura  de  même 

[A]  Gp  = A'fS  + B"«-fByI 

et  l’on  trouvera  de  même 

[A]  - Gy  = A'y  -f-  B'a  -J-  Bp. 

Ces  trois  équations  ont  lieu  entre  «,  p,  y ; elles  sont  du  pre- 
mier degré , donc  on  ne  pourra  en  tirer  qu’une  seule  valeur  de 
chaque  inconnue,  à moins  que  le  dénominateur  commun  ne 
soit  nul.  Or,  on  satisfait  évidemment  à ces  équations  en 
posant 

* = 0,  p = 0,  y = 0. 

Celle  solution  n’étant  pas  admissible  à cause  des  relations  [4], 
il  faut  que  le  dénominateur  soit  nul , et  l’on  doit  avoir,  par 
conséquent, 

(A— Gif 'V— G j (A" — G)  — B’(A— G)— B"*(A"— G; — B'!(A'— G) 

-(-  2BB'B"  = 0, 

équation  du  troisième  degré  à laquelle  G doit  satisfaire. 

En  mullipliant  la  première,  la  quatrième  et  la  cinquième 
équation  du  groupe  [5],  respectivement  par  p',  y',  on  ob- 
tiendrait 

[B]  GV  = A«'  + B"p’  + B'/, 
et  d’une  manière  analogue 

[B]  G'p'  = A'p'-f  BV  + By', 

.[B]  GY=A"y'+BV  + B|J', 

et  en  raisonnant  comme  plus  haut,  on  prouvera  que  le  déno- 
minateur des  valeurs  des  inconnues  a,  p',  y',  déduites  de  ces 
dernières  équations,  doit  être  égal  à zéro,  et  que  l’on  doit 
avoir 

(A— G')  ( A'— G')  ( A"— G')— B*(  A— G')— B"'(A"— G')— B'«(A'— G') 

+2BB'BW=0; 
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enfin  on  prouvera  par  un  procédé  tout  semblable  que  l’on  doit 
avoir 

(A — G"j  (A' — G")  (A" — G")— B’(  A— G") — B"*(  À" — G")  — B'*{  A'— G”) 

+2BB'B"=0, 

et,  par  suite,  G,  G',  G",  sont  trois  racines  de  l’équation  du  troi- 
sième degré 

[6]  (A—*)  (A' — a?XA" — x) — B’(A — a?) — B"*(A" — x) — B^A' — x) 

-J-2BB'B"=0. 

On  peut  prouver  que  cette  équation  a ses  trois  racines  réelles, 
et  pour  cela,  on  remarquera  qu’il  est  permis  de  lui  donner  la 
forme 

P , P'  , F 
L J (A — x) — P + (A'— x)— P’  + (A" — x) — F “ 

Si , en  effet , nous  chassons  les  dénominateurs  de  cette  équa- 
tion [7],  en  identifiant  avec  l’équation  [6],  il  viendra 

2P'P"  = B2, 

2F'P  = B", 

2PF  = B"‘, 

PP'P"  = BB'B", 
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Pour  prouver  que  cette  équation  a scs  trois  racines  réelles, 

B'B" 


posons 


A 

A'- 

A'- 


B 

B B* 

TT 

rb 

B" 


= x 


et  supposons  que  ces  trois  quantités  soient  classées  par  ordre 
de  grandeur,  de  telle  sorte  que  X soit  la  plus  petite  et  v la  plus 
grande.  Substituons  successivement,  à la  place  de  x,  dans  le 
premier  membre  de  [8] , 

— oc,  X — t,  X + e,  (A  — £,  [a  + e,  V — e,  v + e,  + ce  , 

e désignant  un  nombre  excessivement  petit,  — » et  oo  donnent 
au  premier  membre  la  valeur  —1,  et  le  résultat  des  autres 
substitutions  se  voit  immédiatement,  car  chacune  d’elles  rend 
l'un  des  termes  infiniment  plus  grand  que  tous  les  autres.  Re- 
marquons de  plus  que  les  trois  numérateurs  ont  essentiellement 
le  môme  signe , et  supposons , pour  fixer  les  idées , que  ce  signe 
soit  +.  Les  résultats  sont  indiqués  dans  le  tableau  suivant  : 


00 

+ 

À — s 

+ 

X + t 

— 

(A  £ 

+ 

[A  + E 

— 

V 6 

+ 

v + e 

— 

+ CO 

+ 

Les  substitutions  fournissent  doncsix  changements  de  signes  ; 
mais  entre  X — e et  X + e,  p — e et  |a  + e,  v — t et  v+t,  la 
fonction  passe  par  l’infini  et  est  discontinue;  on  doit  donc  con- 
clure l’existence  de  trois  racines  seulement,  l’une  comprise 
entre  X + e et  ja — e,  l’autre  entre  ja+e  et  v — t,  et  la  troi- 
sième entre  v + e et  » , c’est-à-dire  que  les  racines  sont  com- 
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prises  respectivement  entre  X et  p,  n et  v,  v et  <» . On  voit 
qu’elles  sont  inégales  toutes  les  fois  que  les  nombres  X,  ja,  v sont 
différents. 

Après  avoir  résolu  l’équation  [6]  et  trouvé  les  valeurs  de  G , 
G',  G",  les  équations  [A]  [B]  [C],  qui  sont  du  premier  degré, 
donnent  les  rapports  des  quantités  «,  P,  r»  *'»  P\  y'*  «*»  P*»  / • 
Nous  laissons  au  lecteur  le  soin  de  discuter  les  divers  cas 
particuliers  que  peut  présenter  celle  solution , et  notamment 
celui  où  les  quantités  X,  [*,  v deviennent  égales. 


594,  Problème  II.  On  propose  de  résoudre  les  trois  équations 


Ces  équations  se  présentent  lorsqu’on  cherche  l’intersection 
de  trois  surfaces  du  second  ordre,  dont  les  sections  principales 
ont  les  mêmes  foyers. 

Si,  dans  l’équation  [1] , on  chasse  les  dénominateurs,  on  ob- 
tient : 


pt*  _ p^d*  4.  c*  — — y*  — z*)  + \L\b'c'  -f-  6 V -f  c V + c’y'  -j-  b'z*) 

— b'c'x*  = 0 ; 

si  l’on  chasse  de  même  les  dénominateurs  des  équations  [2] 
et  [3]  on  trouve  : 

V»  — v‘(6!  + c'—x'  — y'  — zl)  4-  v*(6*c*  + b'x'  + c'x' 4-  ch/  + 6*3*) 

— b'c'x*  = O , 

p*  — p*(6*  4 c* — x' — y'  — z*)  + p*(6*c*  4-  6*æ*  4-  cixI  + c'y'  -f-  6*z*) 

— 6*cV  = 0, 


et  ces  trois  équations  prouvent  que  [*’,  v*,  p*,  sont  les  trois  ra- 
cines de  l’équation 

[4]  X*—  X*(ô*-fc* — x'—y' — z*)4-X(6*c’4-6*x!4-c’a:’-}-c’y’4-6,z*) 
— b'c'x'=  0. 
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On  en  conclut  : 

pVV  = PcW 

et  cette  équation  fera  connaître  a?. 

Pour  obtenir  y ’ et  a’,  remarquons  qu’en  posant 


les  équations  proposées  deviennent  : 


y' 


p'*-f-6*  1 (6*— c*) 


= 1, 


yl+  *'  + «*  — i 

v’*  ‘ V,f -j-  ft*  ’ c*)  ’ 

y'  ar*  s} 

p'*+(6*— c’)  - 


et  ne  diffèrent  des  proposées  que  par  le  changement  de  x 1 et  y* 
en  y*  et  x *,  et  par  celui  de  p,  p,  v,  en  p',  p',  v',  de  6*  en  — è*, 
et  de  c1  en  c*  — b *. 

On  peut  donc  écrire  : 


b'iï—b^y'^  (p«— ô»Xva—  p*). 

On  trouvera  par  un  artifice  tout  semblable  : 

cV—  = (p*— c’Xc1— v‘Xc*  — p*). 

On  pourrait  arriver  à des  valeurs  de  x *,  y!,  s’,  par  la  résolu- 
tion directe  des  équations  proposées  qui  sont  du  premier  de- 
gré, mais  les  calculs  seraient  beaucoup  plus  longs. 

Nous  remarquerons  enfin  que  p1,  p’,  v*,  étant  les  racines  de 
l’équation  [4],  on  a : 


p*  + p’  -f  V*  = è*  + C*  ~ X*  — >/  — 5*, 

et,  par  suite  : 

ar’  + y’-f  s'=6»+c*— p*— p*— v», 

formule  utile  dans  plusieurs  recherches  et  dont  la  vérification 
directe  exigerait  quelques  calculs. 
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392.  Problème  III.  Désignons  par  v,  v',  v",  les  fonctions  li- 
néaires suivantes  des  indéterminées  x,  y,  z, 

lv  = ax  -f  bx-\-  cz  + ...-\-l, 

[1]  ] v'  — a'x  + b'y  + c'z-\-...+ l\ 

( v » = d’x  -f-  V y + c"z+...  + r. 

Parmi  tous  les  systèmes  de  coefficients  x,  x',  x"...  qui  donnent 
identiquement 

XV  + xV  + xV  + ...  = x — K , 
x étant  indépendant  de  x,  y,  z, ...  trouver  celui  pour  lequel 
x*  + x”+  x"‘-|-  ... 

est  minimum. 

Posons  : 

(av  -f-  aV  + arv"  + •••==  5 

[2]  ]6»  + 6V  + &V+  ...=*) 

[cv  4-  cV  4- d'v"  4-  ...  =ï 


É,  ri,  ç,  seront  des  fonctions  linéaires  de  x,  y,  s,  et  l’on  aura  : 

1$  = a?2o*  4-  y2a&  4~  4-  •••  4~  2a/ 

il  = xZab- f y26‘  4-  a2ôc  + ...  4-  2W 
5 =x2ac-\-  y2bc  4*  sic*  -j-  ...  + 2c/ 


où  2a* =0*4-0'*  4- o"*  4-... 

et  de  même  pour  les  autres  2. 

Le  nombre  des  quantités  Ç,  yj,  Ç,  ...  est  égal  au  nombre  « des 
inconnues  x,  y,  z ...  on  pourra  donc  obtenir,  par  élimination, 
une  équation  de  la  forme  suivante  : 

[A]  ar  = A4-(aa)Ç-|-(B,p>i4-(a,'r)t:4- ... 

qui  sera  satisfaite  identiquement  lorsqu’on  remplacera  Ç,  ï),  î, 
par  leurs  valeurs  [3].  Par  conséquent,  si  l’on  pose 

( «(«)+ *(«P) + e(«r)4-  — = * 

[4]  jo'(««)4-ft'(W4-4YY)4-.-=“ 

( o"(«a)  4-  b"m  4-  Art) 
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on  aura  identiquement  : 

[5]  w -f-  a't/  -f-  #'V+  ...  = X — A. 

Celte  équation  montre  que  parmi  les  différents  systèmes  de 
coefficients  x,  x',  x"...  on  doit  compter  le  système 

' ’ J/ J' 

X Ot  X OC  X — oc  , 

on  aura  d’ailleurs,  pour  un  système  quelconque 

(x  — ot)  V -I-  (x'  — «>'  -f  (x"  — a")  v"  -f  . . . = A — k , 
et  cette  équation  étant  identique , entraîne  les  suivantes 

(x  — a)  a + (x'  — a')  a'  + (x"  — a")  a"  -f ...  = 0, 

(x  - a)  b + (x'  - a')  U -f  (x"—  a")  V + ...  = O , 

(x  — a)  C -f-  (x'  — a')  d -f-  (x"  — a")  c"  0 , 

ajoutons  ces  équations  après  les  avoir  multipliées  par  (a«)  f«§) 
(ay),  nous  aurons,  en  vertu  du  système  [4] 

(x  — a)«  + (x'  — «')«'  + ...  = 0, 

c’est-à-dire 

x*  -f-  x'*  -|-  x"1  — . ..  = a’  -f-  a'* -j-  a"*  — (x  — a f -)-  (x' — «')*. 

Par  conséquent,  le  trinôme 

x‘  + x'*  + xff,+  ... 

aura  une  valeur  minimum  lorsqu’on  aura 

i / ir  j» 

x — ot,  x = oc,  x a , ... , 

d’ailleurs,  cette  valeur  minimum  s’obtiendra  de  la  manière 
suivante  : 

L’équation  [5]  montre  que  l’on  a 

üa  -j-  ü a -j-  o!'a."  -f-  . . • — 1 , 

ô«  + 6V  + &V  + ...=0, 

Ci  -|-  c'a.'  -f-  cV  -j-  ...  =0. 
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Multiplions  ces  équations , respectivement , par  (»*)  (pp)  (yy)  , 
et  ajoutons  en  ayant  égard  aux  relations  [4]  ; on  trouvera 

«*  + a'* + «"«  + .. . = (««). 

La  valeur  de  x trouvée  de  cette  manière,  savoir: 

x = A 

est  celle  que  les  géomètres  adoptent  lorsque,  devant  satisfaire 
aussi  exactement  que  possible  aux  équations  v = 0,  »'  = 0, 
t>*'  = 0, ...  dont  le  nombre  surpasse  celui  des  inconnues,  ils 
ont  reconnu  l’impossibilité  de  rendre  les  premiers  membres 
rigoureusement  nuis.  Un  calcul  analogue  fournirait  les  va- 
leurs que  l’on  adopterait  pour  y,  z , et  que  nous  désignerons 
par  B,  G.... 

On  peut  prouver  que  ces  valeurs , sans  annuler  toutes  les 
quantités  v,  v\  v",  ce  qui  est  impossible,  rendent  la  somme 
de  leurs  carrés  aussi  petite  que  possible.  Mais  disons  d’abord 
pour  quelle  raison  les  coefficients  de  ces  diverses  formules  ont 
été  désignés  par  la  notation  que  nous  avons  adoptée. 

Nous  avons  trouvé  plus  haut , 

a» a'»4_a">  + . ..=  (,«). 

On  peut  prouver  d’une  manière  analogue  que  l’on  a 

(«p)=ap  + «r  + “T  + -» 

(«y)  = «Y  + «Y  + «"y"  + — 

Si,  en  effet,  on  multiplie  les  valeurs  de  «,  <*',  formule  IV, 
par  p,  p1 ...,  et  qu’on  ajoute  les  résultats,  on  trouvera,  en  ayant 
égard  aux  équations  qui  définissent  p,  p’ ... 

p«  + pV-|-...  = (pa) 

et  la  démonstration  sera  la  même  pour  les  autres  formules 
analogues.  On  voit  donc  que  la  notation  adoptée  pour  les  coef- 
ficients sert  à rappeler  la  formation  des  expressions  qui  leur 
sont  égales. 
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393.  Si  dans  l'équation 

v = ax  -J-  by  «J-  es  +.•••  -f- f 

on  substitue  à x,  y,  z ...  les  valeurs  trouvées  plus  haut  [A], 
on  obtiendra,  en  ayant  égard  aux  formules  [4], 

v — + pr)  -f  yî  + ...  -f-X  ; 

en  posant  X = aA-}-èB-f-eC-t-.. 

et  l’on  aura  de  même  : 

»'=«,5  + p'n+yç+...  + V 
+ ...X". 


En  posant  V=o'A  + 6'B+<r'C+ 

r = o"A  + è"B  -f  c"C  + ...  -K ; 

c’est-à-dire  en  représentant  par  X,  X',  X" ...  les  valeurs  de  v,  v', 
v" ...  qui  résultent  des  valeurs  A,  B,  G ...  de#,  y , z.... 

394.  Si  nous  posons,  actuellement, 

ü = t*-f  »*  + u",+... 

nous  pourrons  former  cette  somme  en  ajoutant  les  équa- 
tions [1]  après  les  avoir  respectivement  multipliées  par  v,  r/, 
v" ...,  et  nous  trouverons  : 

Ü = Ç#  + ny  + Ca  + ...+/v  + rt/  + /V-f..., 

ou,  en  substituant  pour  v,  v’,  v * ...  les  valeurs  trouvées  au 
paragraphe  précédent,  et  remarquant  que  l’on  a,  en  vertu  de 
l’identité  [5]  : 

cd  + aT-l- «T +...=— A, 

il  viendra 

0=BÏ*+r1y  + Çy+...—  ÇA-riB-CC.-.+Xf-j-X'/'-f-Xr-f ...; 

mais  en  multipliant  respectivement  les  équations  qui  définis- 
sent X,  X',  X"...  par  X,  X',  X". . . et  les  ajoutant,  on  trouve  faci- 
lement, en  ayant  égard  aux  relations  précédentes, 

X/  XT  4.  XV  + . ..  ==  X*+  V*  -f  X"!  -f . . . , 

.11 
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et,  par  suite, 

i2  = Ç(o;-A)+y(7i-B)  + 5(!;-C)...  + Xt  + X'>  + X"*+..., 

substituant  pour  x—k,  y — B,  z — C...  les  valeurs  fournies 
par  l’équation  [A],  et  les  équations  analogues  en  y,  s ....  il 
vient 

Q = («OP  + (PPW  + TTC  + • . • + 2 (»PX  W + 2(aY)K 
+ 2(pr)nÇ+...+X1+X,‘+X"*-f... 

Ce  qui,  d’après  les  formules  démontrées  plus  haut,  revient  à 

U={»  — X)‘+ («'  — X'J»  + ...  + X‘  + X”  + X"1  -f  ... 

Par  où  l’on  voit  que  X*  -f  X''  X"*  -(- . . . 

est,  comme  nous  l’avions  annoncé,  le  minimum  de  ü. 
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395.  Considérons  n équations  à n inconnues  : 

a,*r,  + atx,  -f  ...  -f-  a,x,  + ...  -f  anxn  ~ lu 

...  -j- a'Xi-\- ...  -j-  a*xn  = U, 

a^-f  ...  + afxi  + ...  -f  an*x„  =lk, 

afxy  + a,"x,+  ...  + a?Xi ...  4-  a"„r„  = /„. 

ai,  ak  ...  an,  o,*,  fls'  ...a*...  a„n  désignant  des  coefficients 
quelconques  tout  à fait  indépendants  les  uns  des  autres.  a\ 
n’est , par  exemple,  nullement  égal  au  carré  de  a„  cl  le  chiffre  2 
n’y  figure  que  comme  un  indice.  En  général , a,k  n’a  aucune 
liaison  avec  a, , et  n’en  est  nullement  la  puissance  k.  Cela  posé, 
considérons  le  produit 

P = ai^3...fln(a«*— a,)...(ar-a,)...(an— a,)(a,— a,)(at— aj... 
(a, — a,)...  (an — a,)  (a, —a,)...  («„ — a») 

obtenu  en  faisant  le  produit  de  tous  les  coefficients  de  la  pre- 
mière équation  par  leurs  différences  deux  à deux,  en  ayant  soin 
de  prendre,  avec  le  signe  — , dans  chaque  différence,  le  terme 
affeclé  du  plus  petit  indice.  Ce  produit  P se  composera  d’un 
grand  nombre  de  termes  dans  lesquels  les  quantités  at,  a, ...  an 
auront  divers  exposants.  Nommons  H ce  qu’il  devient  lorsque 
l’on  considère  les  exposants  comme  des  indices  supérieurs. 
R contiendra  alors  les  différents  coefficients  du  système  d’équa- 
tions proposé,  et  chacun  d’eux  figurera,  dans  chaque  terme , au 
premier  degré,  puisque,  par  hypothèse,  nous  avons  remplacé 
les  exposants  par  des  indices.  Si,  par  exemple,  la  puissance  k 
de  o,  figure  dans  le  produit  P,  nous  la  remplacerons,  pour  ob- 
tenir R,  par  coefficient  de  a:,  dans  l'équation  de  rang  k ; en 
sorte  que  les  deux  expressions  P et  R s’écriront  de  môme, 
mais  représenteront  des  valeurs  très-différentes. 
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Supposons  maintenant  que  l’on  rassemble,  en  un  seul,  tous 
les  termes  de  R , qui  contiennent  a.  affecté  du  même  indice 
supérieur,  R prendra  la  forme 

[2]  R = AW  + ÀW  + A,V  +...  + A.V  + ...  + Ara,', 

A(‘,  A,*...  A,"  étant  des  sommes  de  produits  dans  lesquels  ne 
figure  évidemment  aucune  des  quantités 

a,',  a,\..a,n. 

Je  dis  maintenant  qu’on  a les  équations  suivantes  : 

O — A'ai  -f-  Ai*«fi*  -f-  AM* ...  -f-  A'n', 

O = A,'«i  -j-  A faf  -j-  A (V  • . • -f  A 'a,', 

0 = A,'ak  -f  A,W  -f  A iW .. . -f  A t'of, 

0 = A/ a,  4-  A (V  + A.'fln*  ...  + A"a„", 

ou , en  d’autres  termes , que  l’expression  R s’annule , si  l’on  y 
remplace,  dans  tous  les  termes,  l’indice  inférieur  i de  la  lettre  a 
par  une  autre  valeur  quelconque  1,  2, ...  k ... n.  En  effet,  l’ex- 
pression P renfermant  en  facteur  (ai  — a,)  (a,  — a,) ...  (a„ — a,), 
s’annule  identiquement  si  l’on  suppose,  par  exemple,  a, — ak  : 
le  résultat  de  cette  substitution  doit  être  zéro , indépendam- 
ment de  toute  valeur  attribuée  aux  lettres  a,,  a,, ...  Les 
termes  doivent  donc  se  détruire  identiquement , et  être  égaux 
deux  à deux  et  de  signes  contraires;  or,  il  est  évident  que 
cette  identité  ne  sera  pas  altérée  quand  on  considérera  les  ex- 
posants comme  des  indices,  afin  de  passer  de  l’expression  P à 
l’expression  R. 

Les  équations  [3]  étant  démontrées,  on  obtiendra  évidemment 
la  valeur  de  x,  en  multipliant  les  équations  proposées  par  A,1, 
A<*  ...  Ai",  et  les  ajoutant.  Les  coefficients  de  xt,  x,...x,^i, 
xi+i ...  xn  deviendront,  en  effet,  égaux  à zéro,  en  vertu  des 
équations  [3],  et  le  coefficient  de  x , deviendra  égal  à R en 
vertu  de  [2]. 

On  aura  donc 

Ric<  = A<7,  -j-  A,*lt  + ...  -j-  A,"/,, 

d’où  g<  = AiVj-A,*/|+,..+A<"/,j 

R 
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On  obtiendrait  de  même  la  valeur  d'une  inconnue  quel- 
conque. On  voit  que  toutes  ces  valeurs  ont  le  même  dénomi- 
nateur R.  Si  R n’est  pas  nul,  chaque  inconnue  a une  valeur 
unique  et  déterminée,  et  le  système  des  équations  ne  présente 
aucune  particularité.  L’étude  de  l’expression  R conduit  à une 
théorie  importante  d’analyse  algébrique  que  nous  ne  pouvons 
indiquer  ici. 

396.  Nous  donnerons  cependant  quelques  développements 
sur  la  forme  du  dénominateur  R. 

Nous  établirons  d’abord  la  proposilion  suivante  : le  pro- 
duit P et,  par  suite,  l’expression  R,  change  de  signe  sans 
changer  de  valeur  si  deux  indices  c et  c'  y sont  changés  l’un 
dans  l’autre. 

Remarquons  en  effet  que , dans  le  produit  P , les  seuls  fac- 
teurs sur  lesquels  ce  changement  exerce  une  influence,  sont  ceux 
dans  lesquels  figure  a,  ou  c’est-à-dire,  en  supposant  c>c', 

(a  — a,)(ac— a,). flc-Ofa.+i— ffe).  ..(ac — a0) 

(<V- «»)•  ■ «.+«)•  • •(«.— a.*)- • • («n-«cO- 

Si  l’on  change  c en  c',  ces  facteurs,  pris  ensemble,  conservent 
les  mêmes  valeurs  absolues  et  ne  font  que  se  substituer  les 
unes  aux  autres;  mais  il  y en  a un  certain  nombre  qui  chan- 
gent de  signe. 

1 0 Les  facteurs  (ac  — «0  (ac— «i) •••(««  — ac -i)  de  la  première  ligne 
et  ' (a. — a,){ac — a,)... (a. — ae_,)  de  la  seconde  ligne, 

ne  font  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres; 

2“  Les  facteurs  (ac+1—  «„)(«<•+*—  a0)...(ae-_,—  «c) 

(<V — fl0+i}  ( a ,• — ac+!).  . .(«o — (te- 1) 

échangent  leurs  valeurs  absolues , mais  chacun  d’eux  devient 
égal  et  de  signe  contraire  à celui  qui  lui  correspond.  Cela  fait 
en  tout  2(c' — c—  1)  changements  de  signes  qui  n’exercent  pas 
d’influence  sur  le  signe  du  produit; 

3°  Le  facteur  (a„’  — a.) 

change  de  signe  sans  changer  de  valeur  ; . 
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A*  Les  fadeurs  (ac+i—  a.)  (<v+i—  ac). . .(a„—  a.) 

(<V+1 Oc')  (flc'+i ».')•  ' • (»n  «,') 

ne  font  que  se  changer  les  uns  dans  les  autres. 

En  résumé , le  seul  changement  que  subisse  le  produit  pro- 
vient du  changement  de  signe  de  ae — ae;  et,  par  suite,  P et  R 
changent  de  signe  sans  changer  de  valeur  lorsqu’on  change 
et  a sont  c en  c'. 

597. 11  résulte  de  la  proposition  précédente  que  dans  chaque 
terme  des  polynômes  P et  R,  les  exposants  de  deux  lettres  a„ 
et  </„■  sont  toujours  inégaux. 

Si,  en  effet,  dans  un  terme  de  ces  expressions,  ac  et  ac‘  avaient 
le  même  exposant,  ce  terme  ne  changerait  pas  par  le  change- 
ment des  indices  c et  c';  il  ferait  donc  partie  du  polynôme  + P 
et  du  polynôme  égal  et  de  signe  contraire  — P;  et,  par  suite, 
il  entrerait  deux  fois  dans  P avec  des  signes  différents  et  pour- 
rait être  supprimé. 

Il  est  clair,  d’ailleurs,  que  chaque  terme  contient  au  moins 
une  fois  chacun  des  facteurs  au  a, ...  a„  ; et  comme  l’exposant 
de  ces  lettres  ne  surpasse  jamais»,  ils  ne  peuvent  être  tous 
différents  qu’en  reproduisant , dans  un  certain  ordre,  la  série 
des  nombres  1,2...  »,  en  sorte  que  le  terme  général  de  P 
( ou  de  R , car  c’est  la  même  chose  ) est 

± af'  a,*1  af* . . . a„“n , 

*i,  «» ...  <*„  désignant  les  nombres  entiers  1,2...»  pris  dans 
un  certain  ordre. 

On  pourra  donc,  en  intervertissant  convenablement  les  fac- 
teurs, écrire  ce  terme  général  de  la  manière  suivante  : 

aV«Vv°V> 

p, , p, ...  p,  représentant  aussi  les  nombres  1,2...»  écrits  dans 
un  certain  ordre. 

Cette  remarque  permet  de  former  tous  les  termes  de  R, 
mais  il  reste  à déterminer  le  signe  qui  convient  à chacun  d’eux. 
On  remarquera  pour  cela  que  si  l’on  change  dans  R (39G) 
deux  indices  inférieurs  l’un  dans  l’autre,  R doit  changer  de  si- 
gne. Les  termes  positifs  doivent  donc  se  transformer  en  ceux 
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qui  soûl  actuellement  négatifs  et  réciproquement.  En  faisant 
deux  changements  d’indices  de  suite,  les  termes  primitivement 
positifs  reprendront  le  signe -f- ( sans  que  P°ur  cela  chacun 
d’eux  reprenne  sa  valeur);  et,  en  général,  un  nombre  pair 
de  permutations  effectuées  sur  deux  indices  changerait  les 
termes  positifs  entre  eux , tandis  qu’un  nombre  impair  de  per- 
mutations transformera  les  termes  positifs  en  termes  actuelle- 
ment négatifs  et  réciproquement. 

Si  donc  on  veut  savoir  si  deux  termes  donnés  ont  le  même 
signe  ou  des  signes  contraires , il  guffit  de  compter  le  nombre 
de  permutations  d’indices  inférieurs  nécessaires  pour  passer 
de  l’un  à l’autre  : si  ce  nombre  est  pair,  les  termes  ont  le  même 
signe;  s’il  est  impair,  leur  signe  est  différent, 

D’après  cela , pour  former  tous  les  termes  de  R , on  prendra 
le  premier  terme 

a\a\a\.,.a\; 

puis  on  changera  successivement  les  uns  dans  les  autres  le#  in- 
dices inférieurs,  en  ne  faisant  qu’un  seul  changement  b la  fois 
et  changeant  chaque  fois  le  signe  du  terme  obtenu. 

Si,  par  exemple  n = 3,  on  obtiendra 

«i1  «.*  as* — a, 1 a,’  a,*  -j-  «3’  a,’  a,’ — a,'  af  a ,*  ■ -\-  a,1  — a,'  a,*  a,'; 

expression  dans  laquelle  chaque  terme  s’obtient  du  précédent 
en  changeant  son  signe  après  avoir  interverti  deux  indice#  in- 
férieurs de  la  lettre  a, 


Digitized  by  Google 


TABLE  DES 

ARCS  ET  DES  SINUS  ET  TANGENTES  EXPRIMÉS  EN  PARTIES 

DU  RAYON 

pour 

servir  à la  résolution  des  équations 

transcendantes. 

Arc 

Sinus 

Cosinus 

Tangente 

Cotangente 

Arc 

0 

0" 

0 

1.0000 

0 

OC 

99» 

1,5798 

0,0115 

1» 

0,0175 

0,9998 

0,0175 

57.2900 

89» 

1,5533 

0,0349 

2» 

0,0349 

0,9994 

0,0349 

28,6363 

88» 

1,5359 

0,0524 

3» 

0,0523 

0,9980 

0.0.424 

19,9811 

87® 

1,5184 

0.0698 

4» 

0,0698 

0,9976 

0,0699 

14,3007 

86» 

1,5010 

0,0813 

5* 

0,0872 

0,9962 

0,0875 

11,4301 

85® 

1 ,4835* 

0,1047 

G» 

0,1045* 

0,9045* 

0,1051 

9,5144 

84» 

1,4061 

0,1222 

7° 

0,1219 

0,9925* 

0,1228 

8,1443 

83» 

1 ,4486 

0,1390 

8» 

0,1392 

0,9903 

0,1405* 

7,1154 

82» 

1,4312 

0,1571 

9° 

0,1504 

0,9871 

0,1584 

6,3138 

81» 

1,4137 

0.1145 

10* 

0,1730 

0,9848 

0,1763 

5.6713 

89® 

1 ,3963 

0,1920 

11* 

■0,1908 

0,9816 

0,1944 

5,1446 

79» 

1,3788 

0,2094 

12» 

0,2079 

0,9781 

0,2126 

4,7046 

78» 

1,3614 

0,2269 

13» 

0,2250 

0,9744 

0,2399 

4,3315 

77® 

1,3439 

0,2443 

14» 

0,2419 

0,9103 

0,2493 

4,0198 

76» 

1 ,3265 

0,2618 

15» 

0,2588 

0,9659 

0,2679 

3,7321 

75® 

1:3090 

0,2793 

16» 

0,2756 

0,9013 

0,2867 

3,4874 

74» 

1,2915* 

0,2967 

17» 

0,2924 

0,9563 

0,3957 

3,2709 

73» 

1 ,2741 

0,3142 

18" 

0,3090 

0,951 1 

0,3249 

3,0777 

72» 

1 ,2566 

0,33  IC 

19» 

0,3256 

0,9455* 

0,3443 

2,9042 

71» 

1,2392 

0,3491 

20» 

0,3420 

0,9397 

0,3640 

2,7475 

70» 

1,2217 

0,3665* 

21» 

0,3584 

0,9336 

0,3839 

2,6051 

69» 

1,2043 

0,3840 

22° 

0,3746 

0,9272 

0,4040 

2,4751 

68» 

1,1868 

0,4014 

23» 

0,3907 

0,92ü5* 

0,4245 

2,3559 

67® 

1,1694 

0,4189 

24» 

0,4007 

0,9135* 

0,4452 

2,2460 

66» 

1,1519 

0,4303 

25» 

0,4226 

0,9063 

0,4663 

2,1445* 

65®* 

1,1345 

0,4538 

20» 

0,4384 

0,8988 

0,4877 

2,0503 

64» 

1,1170 

0,4712 

27® 

0,4540 

0,8910 

0,5095’ 

1 ,9626 

63® 

1 ,0996 

0,4887 

28° 

0,4695 

0,8829 

0,5317 

1.8807 

02* 

1,0821 

0,5061 

29» 

0,4848 

0.874G 

0,5543 

1.8040 

61» 

1,0641 

0,5230 

30" 

0,5 

0,8060 

0,5774 

1,7321 

60» 

1,0412 

0,5411 

31» 

0,5150 

0,8572 

0,6009 

1,6643 

59® 

1,0297 

0,5585* 

32» 

0.5299 

0,8480 

0,6249 

1,6003 

58» 

1,0123 

0,5760 

33» 

0,5446 

0,8387 

0,6494 

1,5399 

57» 

0,9948 

0,5931 

34» 

0,5592 

0,8290 

0,6745* 

1,4826 

50» 

0,9774 

0,6109 

35» 

0,5736 

0,8192 

0,7002 

1,4281 

55° 

0,9599 

0,6283 

30» 

0,5878 

0 8090 

0,7265* 

1,3764 

54» 

0,9425 

0,6458 

37» 

0.G018 

0,7  98G 

0,7536 

1,3270 

53® 

0,9250 

0,6632 

38» 

0,0157 

0,7880 

0,7813 

1,2799 

52® 

0,9076 

0,6807 

39» 

0,6293 

0 777 1 

0,8098 

1,2349 

51» 

0,8901 

0.6981 

40» 

0,6428 

0,7660 

0,8391 

1,1918 

50“ 

0,8727 

0,7156 

41» 

0,6561 

0,7547 

0,8693 

1,1504 

49» 

0.8552 

0,7330 

42» 

0,6091 

0,7431 

0,9004 

1,1106 

48® 

0,8378 

0,7505 

43* 

0,6820 

0,7314 

0,9325* 

1,0724 

47» 

0,8203 

0,7679 

44» 

0,0947 

0J193 

0,9657 

1,0355* 

46* 

0,8029 

0,7854 

45» 

0,7071 

0,7071 

1, 

1, 

45» 

0,7854 

Arc 

Cosinus 

Sinus 

Cotangente 

Tangente 

Arc 

N.  B.  Les  * placés  à U suite  du  chiffre  S indiquent  qu’en  calculant  & trois  décimales  on 
doit  augmenter  le  chiffre  qui  précédé. 
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